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PREFACIO
Losdosvol´umenesdeesteCursode M´etodosdelaF´ısicaMatem´aticacubren
loscontenidosdelcursohom´onimodestinadoaestudiantesdelasLicenciaturasen
F´ısicadelaFacultaddeCienciasExactasyenCienciasAstron´omicasdelaFacultad
deCienciasAstron´omicasyGeof´ısicasdelaUniversidadNacionaldeLaPlata.Se
tratadeunaasignaturacuatrimestraloptativaalaqueesosestudiantespuedentener
accesoapartirdelsegundocuatrimestredeltercera˜nodeesascarreras,unavezque
hayantomadocursosdeAlgebraLinealydeEcuacionesDiferenciales(adem´asde
losb´asicos,variablecomplejaincluida).
Estetextoest´abasadoenlasNotasdelCursode M´etodosdelaF´ısica Ma-
tem´atica,resultadodevariosa˜nosdedictadodeesaasignaturaduranteloscuales
sehanidoadecuandoloscontenidosyelniveldelaexposici´onalasposibilidades
queofreceunaasignaturacuatrimestraldeestascaracter´ısticasyenesaetapadelas
mencionadascarreras.Deesemodo,esasNotasfueronredactadasconelobjetode
introduciralestudianteenelmanejodeconceptosym´etodosquehoyresultanb´asi-
cosenlaF´ısicaMatem´aticaysusaplicacionesalaMec´anicaCu´antica,lasTeor´ıas
delasInteraccionesFundamentalesylaMateriaCondensada.
Lastem´aticasquecubreestecursosuelenserexpuestasenlanumerosabiblio-
graf´ıadisponible(engeneral,enidiomaingl´es)deunamaneraexcesivamenteabs-
tractaoextensaparalasnecesidadesyobjetivosdelmismo.Porelcontrario,estos
dosvol´umeneshansidoescritosbuscandointroducirlosconceptosdeformaclaray
natural,conunlenguajeadecuadoalniveldecarrerasdegrado,procurandofacilitar
lapresentaci´onyaﬁanzamientodelosconocimientosmedianteunaejempliﬁcaci´on
convenientementeseleccionada.As´ı,sehabuscadomantenerelrigormatem´aticoen
lapresentaci´onperoprocurandoeldesarrolodelanecesariaintuici´onsobrecada
tema.
Enesesentido,sehanevitadolascomplicacionesdeunaexposici´onexcesivamen-
teformaloabstractay,sinperderdevistalanecesariageneralidad,sehabuscado
ponerelacentoenaquelassituacionesconcretasquereﬂejanlosconceptosdema-
neram´astransparenteydondeelc´alculodirectopuederesultarm´asinstructivo.
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As´ıescomo,enelprimervolumen,laspropiedadesdelosespaciosdeHilbert
sonpresentadassinrecurriralateor´ıadelamedida(loqueexceder´ıalasposibili-
dadesdelcurso),sinomedianteunaintroducci´onintuitivadelconceptodeintegral
deLebesgueque,noobstante,resultasuﬁcienteparalosprop´ositosdelcurso.Las
propiedadesespectralesdelosoperadorescompactossonderivadasyempleadaspa-
radesarrolarlosm´etodosderesoluci´ondeecuacionesintegralesyparaestudiarlas
propiedadesdeloperadorresolvente.Tambi´enesanalizadoelproblemadelade-
terminaci´ondelasextensionesautoadjuntasdeoperadoressim´etricosnoacotados,
tomandocomoejemplooperadoresdeusohabitualencursosdeMec´anicaCu´antica.
Latransformaci´ondeFourieresestudiadaenelespaciodeSchawrtz,paraluegoser
extendidaalespaciodefuncionesdecuadradointegrableconlosm´etodospropiosdel
espaciodeHilbert.Por´ultimo,seincluyeunaintroducci´onalaTeor´ıadeDistribu-
cionesenlaquesepresenta(conunbuenn´umerodeejemplos)desdelasdeﬁniciones
b´asicasdeconvergencia,derivada,primitivaytransformaci´ondeFourier,hastala
convoluci´ondedistribuciones,conaplicaci´onalaresoluci´ondeecuacionesdiferen-
cialesenderivadasparcialesempleandosussolucionesfundamentalesofuncionesde
Green.
Elsegundovolumenest´adedicadoaunaintroducci´onalaTeor´ıadeGrupos,
herramientaesencialdelasmodernasteor´ıasdelaF´ısica.As´ıescomo,despu´esde
lapresentaci´ondeloselementosgeneralesdelateor´ıa,seconsideranlaspropiedades
delosgruposdeordenﬁnitoysusrepresentaciones,deaplicaci´on,porejemplo,ala
F´ısicaMolecularydelS´olido,yelcasodelosgruposcontinuos,derelevanciapara
laMec´anicaCu´anticaylaF´ısicadelasInteraccionesFundamentales.
Elinter´esenelestudiodelasrepresentacionesmatricialesdelosgruposdesi-
metr´ıasesmotivadoconsiderandolaecuaci´ondeSchr¨odingerenunpotencialcentral,
paraluegoreferirsem´asgeneralmentealosgruposdesimetr´ıasdesistemascu´anti-
cos.Enlapresentaci´ondelosgruposdeLies´oloseproponeunadescripci´onintuitiva
delasvariedadesdiferenciablesysusgruposdehomotop´ıa.Laspropiedadesdelas
a´lgebrasdeLiesonderivadaspreferentementeapartirdesusrepresentacionesmatri-
ciales,loqueresultam´asaccesiblequepresentacionesm´asabstractas.Enparticular,
elestudiodelosgruposSU(2)ySO(3)ydesusrepresentacionesirreduciblesseex-
poneconmayorextensi´on,procurandogenerarapartirdeeloslasideasb´asicas
quefacilitenlaintroducci´ondegruposm´ascomplicadosydesuspropiedadesenlos
cursosposterioresdePart´ıculasyCamposquelorequieran.
Laclasiﬁcaci´ondeCartandelas´algebrassimplesysusrepresentaciones,descritas
mediantera´ıces,pesosyelgrupodeWeyl,sonpresentadosdemaneramuyresumida
ym´asbienat´ıtuloinformativo,dadoellimitadotiempodisponible.
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Por´ultimo,comoejemplodegrupodeLienocompactoyporsurelevanciapara
laformulaci´ondeteor´ıasrelativistas,esanalizadoelgrupodeLorentzysusrepre-
sentacionesirreducibles,loquepermitesuaplicaci´onencursosdeTeor´ıaCu´antica
deCamposoGravitaci´on.
Ambosvol´umenesﬁnalizanconunlistadodeejerciciospropuestos,conlosque
sebuscaaﬁanzarycomplementarlaexposici´onpreviadecadatema.
Cabeconsignarque,sibienloscontenidosdescritosjustiﬁcar´ıaneldictadode
doscursosseparados(unodeAn´alisisFuncionalyotrodeTeor´ıadeGrupos),el
enfoquequesehadadoaestetextohapermitidoquelosestudiantesalosque
est´adirigidoaccedieranenuncuatrimestreaconocimientosqueresultanesenciales
paralaF´ısicamoderna,satisfaciendonecesidadesconcretasdealgunasorientaciones
delasLicenciaturasenF´ısicayenCienciasAstron´omicas.
Porotraparte,se˜nalemosqueestosvol´umenesnopretendensustituiraloslibros
quesonreferenciasusualesenestasa´reas,deloscualess´olounospocoshansido
listadosenlaBibliograf´ıa,sinom´asbienconstituirunaintroducci´onparaaquelos
querequieranunconocimientom´asamplioyformaldelostemasaqu´ıtratados.
Finalmente,digamosquenuestroenfoqueest´abasadoprincipalmenteenlabi-
bliograf´ıase˜naladaalﬁnaldecadacap´ıtulo.
LaPlata,diciembrede2014. HoracioA.Falomir
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Cap´ıtulo1
ELEMENTOSDELATEOR´IADEGRUPOS
1.1. Generalidades
UngrupoGesunconjuntodeelementossobreloscualeshaydeﬁnidaunaley
decomposici´on,·:G×G→G,queesasociativa,conneutroeinverso,esdecir,
a)f·(g·h)=(f·g)·h,∀f,g,h∈G,
b)∃e∈G,lamadoelementoneutrooidentidad,quesatisfacee·g=g·e=
g,∀g∈G,
c)∀g∈G,∃g−1∈G,lamadosuinversa,quesatisfaceg·g−1=g−1·g=e.
Evidentemente,sif·g=h·gentoncesf=h.Enefecto,(f·g)·g−1=f·(g·g−1)=
(h·g)·g−1=h·(g·g−1)⇒f=h.
Similarmente,sepuededemostrarqueelneutroyelinversodecualquierelemento
son´unicos.Porejemplo,sig·f=e⇒g−1·(g·f)=(g−1·g)·f=e·f=g−1·e⇒
f=g−1.Tambi´entenemosque(f·g)−1=g−1·f−1,puestoque(f·g)·(g−1·f−1)=
f·(g·g−1)·f−1=f·f−1=e.
Engeneral,laleydecomposici´onnoesconmutativa:f·g̸=g·f.UngrupoG
paraelcualf·g=g·f,∀f,g∈GsediceAbeliano1.
Ejemplo1.1.Lossiguientessonejemplosdegrupos:
elgrupoaditivodelosenterosrespectodelaoperaci´ondesumausual,Z;
elconjuntodelosracionalesnonulos,Q\{0},respectodelaoperaci´onusual
demultiplicaci´on;
elconjunto{1,−1}respectodelaoperaci´ondemultiplicaci´ondereales;
elconjuntodelasrotacionesdeuncuerpo.
Elordendeungrupoeseln´umerodeelementosquecontiene.Elordenpuede
ﬁnitooinﬁnito.
1NielsHenrikAbel(1802-1829).
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1.2. Grupodepermutaciones
Consideremosunapermutaci´ondecincoelementos,
{a1,a2,a3,a4,a5}→{a2,a3,a1,a5,a4}. (1.2.1)
Independientementedelanaturalezadeesoselementos,estaoperaci´onpuedeser
representadaporelsiguientecuadroden´umerosqueindica,sobrecadacolumna,la
posici´oninicialyﬁnaldeunelemento,
σ=
(
1 2 3 4 5
3 1 2 5 4
)
≡
(
2 3 1 5 4
1 2 3 4 5
)
(1.2.2)
(obien,conid´enticosigniﬁcado,porcualquierotrocuadroquediﬁeradelosante-
rioresenunapermutaci´ondesuscolumnas).
Laoperaci´ondecomposici´ondeσconotrapermutaci´on
σ′=
(
1 2 3 4 5
5 3 1 2 4
)
(1.2.3)
sedeﬁnepor
σ′·σ=
(
1 2 3 4 5
5 3 1 2 4
)
·
(
2 3 1 5 4
1 2 3 4 5
)
:=
(
2 3 1 5 4
5 3 1 2 4
)
.(1.2.4)
Estaoperaci´onsatisfacelosaxiomasdegrupo.Enefecto,puedeconstatarsequeesa
operaci´onesasociativa,queelelementoneutroest´adadopor
e=
(
1 2 3 4 5
1 2 3 4 5
)
(1.2.5)
yque,porejemplo,lainversadeσen(1.2.2)est´adadaporelmismocuadrode
n´umerosconsusﬁlasintercambiadas,
σ−1=
(
3 1 2 5 4
1 2 3 4 5
)
. (1.2.6)
EstegrupoesnoAbeliano,comosurgedeveriﬁcarqueσ·σ′̸=σ′·σ.
Generalizandoesasdeﬁniciones,resultaqueelconjuntodelaspermutacionesde
pelementosseestructuracomoungrupo(noAbeliano),denotadoporSp.
Consideremoslapermutaci´onτ∈S9
τ=
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 3 9 6 1 7 5 8 2
)
. (1.2.7)
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Elapuedeserdescompuestaenlaspermutacionesc´ıclicasindependientes
τ≡


1→4→6→7→5→1,
2→3→9→2,
8→8.
(1.2.8)
N´otesequecadacicloinvolucraauncierton´umerodeelementosquenoapareceen
losdem´asciclos.
Lapermutaci´onτpuedesercaracterizadamediantesudescomposici´onen
ciclos,ydenotadapor
τ=(14675)(239)(8)≡(239)(14675), (1.2.9)
dadoquelosciclosindependientesconmutanentres´ı,comopuedeveriﬁcarsef´acil-
mente.
Losciclosdeunelementopuedenserdescartadosdelcuadro,yaquenotienen
ning´unefectoenlapermutaci´on.Tampocoimportaporcualelementocomienzaa
describirsecadaciclo,yaqueconelmismosigniﬁcadotenemos
τ=(67514)(923). (1.2.10)
Unciclodedoselementosselamatransposici´onsimple.Todociclopuedeser
descompuestoenunproductodetransposicionessimples.Porejemplo,
(14675)=(15)(17)(16)(14). (1.2.11)
Unapermutaci´onsediceparoimpardeacuerdoaqueseaposibledescomponerla
enunn´umeroparoimpardetransposicionessimples.
Tambi´enesposiblerepresentarunapermutaci´ondepelementosmedianteuna
matrizcuyoselementossontodos0exceptopdeelosigualesa1,dispuestosde
modotalques´oloaparezcaun1porﬁlayporcolumna.Porejemplo,paraσ∈S5
en(1.2.2)tenemos


a2
a3
a1
a5
a4


=


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0




a1
a2
a3
a4
a5


=M(σ)


a1
a2
a3
a4
a5


, (1.2.12)
dondehemosintroducidounproductodeelementosakpor1o0cuyosigniﬁcadoes,
respectivamente,seleccionaronoadichoelemento.
Enestarepresentaci´ondelgrupoS5,laoperaci´ondecomposici´onsereduce
simplementealproductousualdematrices,M(σ′σ)=M(σ′)M(σ).
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N´otesequelatrazadeM(σ),trM(σ),eseln´umerodeelementosquedeja
invarianteslapermutaci´onσ,mientrasquesudeterminante,detM(σ),esiguala
+1parapermutacionesparesya-1paralasimpares.Porejemplo,paraσen(1.2.2)
yM(σ)en(1.2.12),
σ=(132)(45)=(45)(12)(13),
trM(σ)=0, detM(σ)=−1.
(1.2.13)
Ejemplo1.2.Latabladelaoperaci´ondecomposici´onenelgrupoS3={e,a=
(123),b=(132),α=(23),β=(31),γ=(12)}est´adadaporelcuadro
· e a b α β γ
e e a b α β γ
a a b e γ α β
b b e a β γ α
α α β γ e a b
β β γ α b e a
γ γ α β a b e
(1.2.14)
Sinosrestringimosalasentradascorrespondientesalneutroeyaunatranspo-
sici´onsimple,digamosγ,tenemoslatabladeS2,
· e γ
e e γ
γ γ e
(1.2.15)
quecoincideformalmenteconlatabladelgrupoaditivodelosenteros m´odulo
2,Z2,
(+)mod2 0 1
0 0 1
1 1 0
(1.2.16)
conlaidentiﬁcaci´one↔0,γ↔1.
Similarmente,lasentradasdelatabladeS3correspondientesalacomposici´on
delaspermutacionesc´ıclicasdetreselementos,
·e ab
e e ab
a ab e
b b e a
(1.2.17)
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noinvolucranalastransposicionessimples,ycoincidenformalmenteconlatabla
delgrupoaditivodelosenteros m´odulo3,Z3,
(+)mod3 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1
(1.2.18)
conlaidentiﬁcaci´onentreelementose↔0,a↔1,b↔2.
Dosgruposentrecuyoselementosexisteunacorrespondenciabiun´ıvocademodo
quesustablasdecomposici´onresultenid´enticassedicenisomorfos.
UnsubconjuntoH⊂Gquecontienealaidentidadyalainversadecadauno
desuselementos,yqueescerradorespectodelaoperaci´ondecomposici´onenG,
constituyeunsubgrupodeG.
TodogrupoGtienedossubgruposimpropios:Gy{e}.Todootrosubgrupo
sedicepropio.
Laintersecci´ondesubgrupostambi´enconstituyeunsubgrupo,comopuedeve-
riﬁcarsef´acilmente.
Ejemplo1.3.Lossiguientessonejemplosdesubgrupos:
a)LosenterosZformanunsubgrupodelgrupoaditivodelosrealesR.
b)Lasrotacionessobreunplanoformanunsubgrupodelgrupoderotaciones
enelespacio.
c)Lasrotacionesalrededordeunejeen´angulos0,π/2,π,3π/2formanunsub-
grupodelgrupoderotacionesenelplano.
1.3. Homomorﬁsmo-Representaciones
Unhomomorﬁsmoesunaaplicaci´onsobreyectivaentregrupos,ϕ:G→ H,
quesatisface
ϕ(g·g′)=ϕ(g)·ϕ(g′)∈H, ∀g,g′∈G. (1.3.1)
DosgruposGyHsedicenisomorfos,loquesedenotaporG≈H,sientresus
elementosexisteunaaplicaci´onbiun´ıvoca(unoaunoysobreyectiva)quepreserva
lasoperacionesdecomposici´oncomoen(1.3.1).Enesecasolaaplicaci´onϕ:G↔H
constituyeunisomorﬁsmo.
Independientementedelanaturalezadecadagrupo,unavezidentiﬁcadossus
elementosmedianteelisomorﬁsmoϕ,gruposisomorfospresentanlamismatablade
composici´on.
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Elisomorﬁsmoestableceunarelaci´ondeequivalenciaentregrupos.Enefecto,es
evidentequeG≈G;quesiG≈H⇒H≈G;yquesiG≈FyF≈H⇒G≈H.
Estopermitedeﬁnirclasesdeequivalencia,dondedosgruposest´anenlamisma
clasesisonisomorfosentres´ı.Todoslosgruposdentrodeunaclasepresentanla
mismatabladecomposici´on,laqueentoncescaracterizaalaclasedeequivalencia
ogrupoabstracto.
Losdiversosgrupospertenecientesaunamismaclaseconstituyendistintasrea-
lizacionesdeesegrupoabstracto(cuyoselementosnoest´anespeciﬁcados).Cada
clasedeequivalenciapuedeseridentiﬁcadaporunocualquieradelosgruposque
contiene.
Ejemplo1.4.Existeunu´nicogrupoabstractodeorden2,denominadoZ2y
caracterizadoporlatablaen(1.2.16).DistintasrealizacionesdeesegruposonZ2,
S2,elgrupo{+1,−1}respectodelproductodereales,oelgrupo
{(
1 0
0 1
)
,
(
0 1
1 0
)}
(1.3.2)
respectodelproductousualdematrices.
Similarmente,existeunu´nicogrupoabstractodeorden3,denominadoZ3y
caracterizadoporlatablaen(1.2.18).Distintasrealizacionesdeestegruposonel
propioZ3oelsubgrupodeS3correspondientealaspermutacionesc´ıclicasdetres
elementos,{e,a,b},cuyatablaest´adadaen(1.2.17).
Parao´rdenesmayoresde3esposibleconstruirvariastablasquesatisfacenlos
axiomasdegrupo.
UnhomomorﬁsmodeungrupoGsobreungrupodeoperadoreslinealesH
(deﬁnidossobreciertoespaciolinealE)constituyeunarepresentaci´onlinealde
G.Cuandoestaaplicaci´onesunisomorﬁsmo,larepresentaci´onsediceﬁel.
Sielespaciodelarepresentaci´onEesdedimensi´onﬁnita,Hesungrupo
dematrices(cuandolosoperadoressonreferidosaciertabasedeE).Enesecasose
tieneunarepresentaci´on matricialdeG,dondelaoperaci´ondecomposici´onen
elgrupoHsereducealproductousualdematrices.
Ejemplo1.5.Laasignaci´ondeunamatrizM(σ)acadapermutaci´onσ,comoen
(1.2.12),constituyeunarepresentaci´onmatricialﬁeldelgrupoSp,quelamaremos
representaci´ondedeﬁnici´on,
ϕ:Sp↔{M(σ)|σ∈Sp}. (1.3.3)
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Porejemplo,paraelgrupoS3tenemos
M(e)=


1 0 0
0 1 0
0 0 1

, M(a)=


0 0 1
1 0 0
0 1 0

, M(b)=


0 1 0
0 0 1
1 0 0

,
M(α)=


1 0 0
0 0 1
0 1 0

, M(β)=


0 0 1
0 1 0
1 0 0

, M(γ)=


0 1 0
1 0 0
0 0 1

.
(1.3.4)
Todogrupotieneunarepresentaci´ontrivial,enlacualtodoelementoes
representadoporeloperadoridentidad.Lam´ınimadimensi´onposibleparaelespacio
deestarepresentaci´onesdimE=1,encuyocasotenemosϕ:G→{1}.Esta
representaci´onnoesﬁel(exceptoparaelgrupotrivialZ1={e}).
ParalosgruposdepermutacionesSpexisteunasegundarepresentaci´onunidi-
mensional,lamadarepresentaci´onalternada,enlaquecadapermutaci´onσes
representadapor(lamatrizde1×1)+1´o−1,deacuerdoaqueσseapar´oimpar
respectivamente.
Estarepresentaci´ontampocoesﬁel,exceptoparaS2.Porejemplo,paraS3te-
nemosϕ(e)=ϕ(a)=ϕ(b)=+1yϕ(α)=ϕ(β)=ϕ(γ)=−1.
Ejemplo1.6.Lasrotacionesenunplanoformanungrupo(subgrupodelgrupo
delasrotacionesenelespacioR3).Elaspuedenserrepresentadascomomatricesde
2×2queact´uansobrevectoresrealesdelmismoplanoR2(espaciodelarepresenta-
ci´on).Larotaci´onenun´anguloφ∈[0,2π)alrededordelorigen,R(φ),corresponde
alaacci´ondelamatriz
ϕ(R(φ))=D(φ)=
(
cos(φ)−sin(φ)
sin(φ) cos(φ)
)
. (1.3.5)
Setratadeunarepresentaci´onﬁel,puestoquelarelaci´onentreR(φ)yD(φ)es
biun´ıvocaysatisfaceque
ϕ(R(φ1)·R(φ2))=ϕ(R([φ1+φ2]mod2π))=ϕ(R(φ1))·ϕ(R(φ2)), (1.3.6)
comosecompruebaf´acilmentedelc´alculodelproductodematrices
D(φ1)D(φ2)=D([φ1+φ2]mod2π). (1.3.7)
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Porotraparte,todaslasmatricesD(φ)en(1.3.5)puedensersimult´aneamente
diagonalizadas,paralevarlasalaforma
D(φ)→
(
eiφ 0
0 e−iφ
)
. (1.3.8)
Evidentemente,elconjuntodelosbloquesdiagonales(de1×1)constituyeuna
representaci´onunidimensionalﬁeldelgrupoderotacionesenelplano,
R(φ)↔D±(φ):=e±iφ, (1.3.9)
queact´uasobreunespacioderepresentaci´oncomplejounidimensional,yenlacual
laoperaci´ondelgruposereducealproductousualdecomplejos.
Puedenconstruirseotrasrepresentacionesunidimensionalesnoﬁelesdeestegru-
pomediantelaasignaci´onR(φ)→Dm(φ)=eimφ,conm∈Zym≠±1.Enefecto,
Dm(φ1)Dm(φ2)=Dm([φ1+φ2]mod2π)yadem´asDm(2kπm )=eim2kπm =1=Dm(0),
conk=0,1,...m−1.
1.4. Subgrupos-Cosets
RecordemosqueunsubconjuntoH⊂GesunsubgrupodeGsi
a)elelementoidentidade∈H,
b)sih∈H⇒h−1∈H,
c)∀h1,h2∈H,setienequeh1·h2∈H.
Conesaspropiedades,Hseestructuracomoungruporespectodelamismaleyde
composici´ondelgrupoG.Enefecto,Hescerradorespectodeunaleydecomposici´on
asociativa,conneutroeinverso.
Teorema1.1.ElsubconjuntoH⊂GesunsubgrupodelgrupoGsiys´olosi
∀a,b∈Hresultaquea·b−1∈H.
Porunaparte,resultaevidentequesiHesunsubgrupodeG,entoncesa·b−1∈
H,∀a,b∈H.
Supongamosahoraque∀a,b∈Hresultaquea·b−1∈H.Entonces,
a)ComoHnoesvac´ıo,sia∈H⇒a·a−1=e∈H.
b)Adem´as,sie,a∈H⇒e·a−1=a−1∈H.
c)Finalmente,sia,b∈H⇒a,b−1∈H⇒a·(b−1)−1=a·b∈H.
Porlotanto,HesunsubgrupodeG.
Eln´ucleo(okernel)deunhomomorﬁsmoϕ:G→H,denotadoporϕ−1(eH),
eselconjuntodeloselementosdeGquetienenporimagenalelementoneutroen
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H,
ϕ(g)=eH,∀g∈ϕ−1(eH). (1.4.1)
Eln´ucleodeunhomomorﬁsmoϕ:G→ H esunsubgrupodeG.Enefecto,
sia,b∈ϕ−1(eH)⇒ ϕ(a)=eH yϕ(b−1)=ϕ(b)−1=e−1H =eH ⇒ ϕ(a·b−1)=
ϕ(a)·ϕ(b−1)=eH·eH =eH.Porlotanto,a·b−1∈ϕ−1(eH)que,enconsecuencia,
esunsubgrupo.
SeaHunsubgrupopropiodelgrupoG,yseaa1 ∉H.Consideremoselsubcon-
juntodeGformadoporloselementosdelaformaa1·h,conh∈H,quedenotamos
pora1·H.Si∃a2 ∉H∪a1·H,formamoselsubconjuntoa2·H={a2·h,conh∈H},
yas´ısiguiendohastaagotarloselementosdelgrupo.ElsubgrupoHpuededenotarse
comoe·H.
LossubconjuntosdeGas´ıconstruidos,lamadoscosetsizquierdos2delsub-
grupoH,sondisjuntos.Enefecto,sidosdeelostuvieranunelementoencom´un,
ai·h1=ak·h2,conh1,h2∈H.Entonces,ak=(ai·h1)·h−12 =ai·(h1·h−12)=ai·h3,
dondeh3=h1·h−12 ∈H⇒ak∈ai·H,loque(porconstrucci´on)nopuedeocurrir
siak≠ai.Porlotanto,ai·H∩ak·H=∅parak̸=i.
Porotraparte,loscosetsa·Hsonindependientesdelelementoa=a·e∈a·H
queseempleaensuconstrucci´on.Enefecto,supongamosqueb∈a·H⇒b=a·h,
paraalg´unh∈H.Peroentonces,a=b·h−1∈b·H.Seaahorac=a·h1∈a·H⇒
c=b·h−1·h1∈b·H.Enesascondiciones,a·H⊂b·H.Sepruebademanera
similarqueb·H⊂a·H.Enconsecuencia,a·H=b·H.
Enesascondiciones,elconjuntoGpuedeexpresarsecomolauni´ondeloscon-
juntosdisjuntoscorrespondientesaloscosetsizquierdosdeH,
G=∪
k
ak·H. (1.4.2)
Enparticular,siGesdeordenﬁnito,#G=n,tambi´enloesH⊂G,yloscosets
tienentodoselmismon´umerodeelementosqueH,#H=m.Comoloscosetsson
disjuntos,loshayenunn´umeroﬁnitoktalquen=mk.Conestoquedaestablecido
elsiguienteteorema.
Teorema1.2.(deLagrange)3ElordendeunsubgrupoHdeungrupodeorden
ﬁnitoGesundivisordelordendeG,
#G
#H=k∈N. (1.4.3)
2DemanerasimilarsedeﬁnenloscosetsderechosdeH.
3Joseph-LouisLagrange(1736-1813).
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Unaconsecuenciainmediatadeesteteoremaesqueungrupodeordenprimo
s´olotienesubgruposimpropios.
SeaGungrupodeordenﬁnitoyseaa∈Gunodesuselementos.Consideremos
elconjuntodeelementosdeGdelaformae,a,a2=a·a,...,ak+1=a·ak,....Como
#G<∞,loselementosaknopuedensertodosdistintos.Supongamosqueap=aq,
conp>q;entoncesap−q=e.Seanelmenorn´umeronaturalparaelcualan=e.
Enesecaso,elelementoasedicedeordenn.
Enesacondiciones,elconjunto{e,a,a2,...,an−1}formaungrupolamadogru-
poc´ıclicodeordenn,queesisomorfoaZn.Enefecto,ak·al=ak+l|modn.
Teorema1.3.(de Cayley)4Todogrupodeordenﬁnitonesisomorfoaun
subgruporegulardeSn.
Consideremoslatabladelaleydecomposici´onenungrupoGdeordenﬁniton,
· e=a1 a2 ... ak ... an
e=a1 a1·a1 a1·a2 ... a1·ak ... a1·an
a2 a2·a1 a2·a2 ... a2·ak ... a2·an
... ... ... ... ... ... ...
al al·a1 al·a2 ... al·ak ... al·an
... ... ... ... ... ... ...
an an·a1 an·a2 ... an·ak ... an·an
(1.4.4)
dondea1=e.
Primerose˜nalemosqueloselementosnoserepitenenlaﬁlasnienlascolumnas
deesatabla.Enefecto,si,porejemplo,unelementoserepitieraenlai-´esimaﬁla,
ai·ak=ai·al⇒ ak=al,loquenopuedeserdadoqueloselementosdeGtienen
una´unicaentradaenlatablaparalamultiplicaci´onaderecha.
Enconsecuencia,lak-´esimacolumna(quecorrespondealamultiplicaci´onade-
rechaporakyenlaque,comosedijo,aparecenlosnelementosdelgrupo)seobtiene
delaprimeramedianteunapermutaci´onregular(esdecir,unapermutaci´onque
nodejainvariantening´unelemento):


a1
a2..
an

·ak→


a1·ak
a2·ak..
an·ak

≡


aπk(1)
aπk(2)..
aπk(n)

, (1.4.5)
dondeπkesunabiyecci´onde{1,2,···,n}en{1,2,···,n}quenotienepuntosﬁjos.
4ArthurCayley(1821-1895).
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Hemosconvenidoenrepresentaresaoperaci´onpor
ϕ(ak)=
(
πk(1)πk(2)... πk(k)... πk(n)
1 2 ... k ... n
)
=
(
πk(π−1k (1))πk(π−1k (2))... πk(π−1k (k))... πk(π−1k (n))
π−1k (1) π−1k (2) ... π−1k (k) ... π−1k (n)
)
=
=
(
1 2 ... k ... n
π−1k (1)π−1k (2)... π−1k (k)... π−1k (n)
)
.
(1.4.6)
EstacorrespondenciaentreelementosdeGyelconjuntodepermutacionesregulares
as´ıconstruidas(m´aslaidentidad)esunoauno,puestoquesiϕ(al)=ϕ(ak),entonces
πl=πkynecesariamentelascolumnasl-´esimayk-´esimasonid´enticas,demodoque
al=ak.
Paralamultiplicaci´onaderechaporlacomposici´ondedoselementostenemos


a1
a2..
an

·ak·al→


aπk(1)
aπk(2)..
aπk(n)

·al→


aπl(πk(1))
aπl(πk(2))..
aπl(πk(n))

≡


aπl◦πk(1)
aπl◦πk(2)..
aπl◦πk(n)

, (1.4.7)
yparalarepresentaci´ondeestaoperaci´on
ϕ(ak·al)=
(
πl◦πk(1)πl◦πk(2)... πl◦πk(n)
1 2 ... n
)
=
(
πl◦πk(π−1k (1)
)πl◦πk(π−1k (2)
)... πl◦πk(π−1k (n)
)
π−1k (1) π−1k (2) ... π−1k (n)
)
=
(
πl(1) πl(2) ... πl(n)
π−1k (1)π−1k (2)... π−1k (n)
)
=
=
(
1 2 ... n
π−1k (1)π−1k (2)... π−1k (n)
)(
πl(1)πl(2)... πl(n)
1 2 ... n
)
=
=ϕ(ak)·ϕ(al).
(1.4.8)
Porlotanto,ϕestableceunisomorﬁsmoentreelgrupoGdeordennyun
subgruporegulardeordenndelgrupodepermutacionesdenelementos,Sn.
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SiendoSnungrupodeordenﬁnito,resultaqueeln´umerodesubgruposque
contieneesnecesariamenteﬁnito.Estoimplicaquehays´olounn´umeroﬁnitode
gruposdeordenn∈Nquenosonisomorfosentres´ı.
1.5. Clasesdeelementosconjugados
Doselementosa,b∈Gsedicenconjugadossiexisteuntercerelementog∈G
talquea=g·b·g−1.
Estadeﬁnici´onestableceunarelaci´ondeequivalencia.Enefecto,
a)todoelementoesconjugadodes´ımismo:a=e·a·e−1;
b)siaesconjugadodeb,entoncesbesconjugadodea:a=g·b·g−1⇒ b=
g−1·a·(g−1)−1;
c)siaesconjugadodeb,ybloesdec,entonceselprimeroesconjugadodel
u´ltimo:a=g·b·g−1,b=h·c·h−1⇒a=(g·h)·c·(g·h)−1.
Medianteestarelaci´onpuedenorganizarseloselementosdelgrupoGenclases
deequivalencia,lamadasclasesdeelementosconjugados.
Algunasconsecuencias:
Elelementoneutroformaunaclasepors´ısolo:sia=g·e·g−1⇒a=e.
SiGesungrupoAbeliano,cadaelementoformaunaclasepors´ımismo:
a=g·b·g−1=b·g·g−1=b.
Todosloselementosdeunaclasesondelmismoorden:Supongamosqueb
esdeordennyquea=g·b·g−1;entoncesan=g·bn·g−1=g·e·g−1=e.
Ejemplo1.7.ParadeterminarlasclasesdeelementosconjugadosdelgrupoSn,
consideremosdospermutaciones
σ=
(
1 2 ... n
σ(1)σ(2)... σ(n)
)
, τ=
(
1 2 ... n
τ(1)τ(2)... τ(n)
)
. (1.5.1)
Lainversadeτest´adadapor
τ−1=
(
τ(1)τ(2)... τ(n)
1 2 ... n
)
, (1.5.2)
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demodoque
τ·σ·τ−1=
(
1 2 ... n
τ(1)τ(2)... τ(n)
)
·
(
τ(1)τ(2)... τ(n)
σ(1)σ(2)... σ(n)
)
=
(
σ(1) σ(2) ... σ(n)
τ(σ(1))τ(σ(2))... τ(σ(n))
)
·
(
τ(1)τ(2)... τ(n)
σ(1)σ(2)... σ(n)
)
=
(
τ(1) τ(2) ... τ(n)
τ(σ(1))τ(σ(2))... τ(σ(n))
)
.
(1.5.3)
Esteresultadocorrespondearealizarlamismapermutaci´onf´ısicadeelementosque
conσ,peroapartirdeunordenamientodistinto,dadoporτ(1)τ(2)...τ(n).
Estopuedeversef´acilmentesiseconsidera,porejemplo,unatransposici´onsimple,
σ=(12),paralacual,
τ·σ·τ−1=
(
τ(1)τ(2)τ(3)... τ(n)
τ(2)τ(1)τ(3)... τ(n)
)
=(τ(1)τ(2)), (1.5.4)
ounciclodetres,σ=(123),paraelcualtenemos
τ·σ·τ−1=
(
τ(1)τ(2)τ(3)τ(4)... τ(n)
τ(2)τ(3)τ(1)τ(4)... τ(n)
)
=(τ(1)τ(2)τ(3)). (1.5.5)
Enelcasogeneral,sepuedecomprobarqueσyτ·σ·τ−1sedescomponenen
ciclosdelamismalongitud,sibienloselementosinvolucradosporelosenunoy
otrocasoson,engeneral,diferentes.
Rec´ıprocamente,sepuedemostrarquedospermutacionesquepresentanlamis-
maestructuraenciclossonconjugadasunadelaotra.
Deesemodo,ladescomposici´onenciclospermitecaracterizarlasclasesdeele-
mentosconjugadosenelgrupoSn.Porejemplo,
S2:
{
e=(1)(2)
γ=(12)
}
⇒2clases, (1.5.6)
S3:


e=(1)(2)(3)
a=(123),b=(132)
α=(23),β=(31),γ=(12)

⇒3clases, (1.5.7)
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S4:


e
(12),(13),...
(12)(34),(13)(24),...
(123),(124),...
(1234),(1324),...


⇒5clases (1.5.8)
(dondehemosomitidolosciclosdelongituduno).
Tambi´ensevequeeln´umerodeclasesdeSnesigualaln´umerodeparticiones
den.Porejemplo,paraS4
4 = 1+1+1+1,
4 = 2+1+1,
4 = 2+2,
4 = 3+1,
4 = 4.
(1.5.9)
Estopermiterepresentargr´aﬁcamentelasclasesmediantediagramasdeYoung5,
enlosquecadacicloesrepresentadoporunn´umerodecuadroscontiguos,dispuestos
horizontalmente,igualasulongitud.
{e}→ , {(12)(3)(4),...}→ ,
{(12)(34),...}→ , {(123)(4),...}→ ,
{(1234),...}→ .
(1.5.10)
Tambi´enpodemoscalculareln´umerodepermutacionesencadaclaseconsi-
derandolasposiblesdisposicionesdeloscuatroelementosenloscuadrosdelco-
rrespondientediagrama,teniendoencuentaquedisposicionesquediﬁerenenuna
permutaci´onc´ıclicadeloselementosdeunciclo,oenelintercambiodeloselementos
5AlfredYoung(1873-1940).
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dedosciclosdelamismalongitud,correspondenalamismapermutaci´on:
#



=4!4!=1, #
( )
= 4!2×2!=6,
#
( ) 4!
22×2!=3, #
( )
=4!3=8,
#
( )
=4!4=6,
(1.5.11)
cuyasumacorrespondealordendelgrupo,#G=4!.
Lageneralizaci´onalcasodeSnesinmediata:sienundiagramasetienenr1
ciclosdelongitud1,r2ciclosdelongitud2,etc,elordendelaclasees
#(...)= n!1r1×2r2×···×r1!×r2!.... (1.5.12)
1.6. Subgruposinvariantes
SelamasubgrupoconjugadodeunsubgrupoH⊂Gaaquelsubgrupode
GcuyoselementosseobtienendelosdeHporconjugaci´onconunelementoﬁjo
g∈G,
H′=g·H·g−1={h′∈G|h′=g·h·g−1,conh∈H}. (1.6.1)
Esteconjuntoconstituyeefectivamenteunsubgrupo:seanh′1,h′2∈H′,entonces
h′1,2=g·h1,2·g−1⇒h′1·(h′2)−1=g·h1·(h2)−1·g−1∈H′,dadoqueh1·(h2)−1∈H.
Unsubgruposediceinvariantesicontieneatodossussubgruposconjugados,
g·H·g−1⊂H,∀g∈G.
SiHesinvariante,entoncescontieneasuselementosenclasescompletas:h∈
H⇒g·h·g−1∈H, ∀g∈G.
Ejemplo1.8.Lossiguientessonejemplosdesubgruposinvariantes:
Lossubgruposimpropios{e}yG,as´ıcomolaintersecci´ondesubgrupos
invariantes,soninvariantes.
TodosubgrupodeungrupoAbelianoesinvariante.
Eln´ucleoϕ−1(eH)deunhomomorﬁsmoϕ:G→Hesunsubgrupoinvarian-
te.Enefecto,supongamosquea∈ϕ−1(eH)⇒ϕ(a)=eH.Entonces,∀g∈G
tenemosqueϕ(g·a·g−1)=ϕ(g)·ϕ(a)·ϕ(g−1)=ϕ(g)·eH·ϕ(g)−1=eH.En
consecuencia,elsubgrupoϕ−1(eH)(verSec.1.4)contieneasuselementosen
clasescompletas.
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Elconjuntodelasmatricesregulares (coninversa)den×nformanel
grupolinealGL(n)(respectodelproductousualdematrices).Elconjunto
delasmatricesden×ncondeterminanteiguala1constituyeelsubgru-
poespeciallinealSL(n),queesinvariante.Enefecto,siM ∈SL(n),
det(NMN−1)=detNdetM (detN)−1=1,∀N∈GL(n).
SiHesunsubgrupoinvariantedeG,entoncessuscosetsizquierdoscoinciden
conloscosetsderechos.Enefecto,seaa·H ={a·h|h∈H},entoncesa·h=
(a·h·a−1)·a=h′·a∈H·a,∀h∈H,puestoqueh′=a·h·a−1∈H.En
consecuencia,a·H⊂H·a.DemanerasimilarsedemuestraqueH·a⊂a·H.Por
lotanto,siHesinvariante⇒a·H=H·a,∀a∈G.
Ungruposedicesimplesinocontienesubgrupospropiosinvariantes.
Ungruposedicesemi-simplesinocontienesubgrupospropiosAbelianosin-
variantes.
Ejemplo1.9.losu´nicosgruposAbelianossimplessonlosgruposc´ıclicosde
ordenprimo,quenotienensubgrupospropios.
1.7. Elgrupocociente
SeaHunsubgrupoinvariantedeG.PodemosdescomponeraGencosetsiz-
quierdosdeH,demodoqueG=e·H∪a1·H∪a2·H...,dondeak ∉H, ∀k.
Consideremosdoselementoscualesquieraai·h1∈ai·Hyak·h2∈ak·H.Su
composici´ones
(ai·h1)·(ak·h2)=(ai·ak)·(a−1k ·h1·ak)·h2∈(ai·ak)·H, (1.7.1)
puestoque(a−1k ·h1·ak)∈H, ∀h1,h2∈H.
Entoncesresultanaturaldeﬁnirunaoperaci´onentrecosetsdemodoque
(ai·H)·(ak·H)=(ai·ak)·H. (1.7.2)
Puestoqueelasebasaenlacomposici´onenG,estaoperaci´onesasociativa.Existe
unelementoneutroquecorrespondeaH=e·H,ytodocosetak·Htieneuninverso
correspondientealcosetquecontienealelementoa−1k,a−1k ·H
(a·H)·(e·H)=(a·e)·H=(a·H),
(a·H)·(a−1·H)=(a·a−1)·H=(e·H).
(1.7.3)
As´ıestructurado,elconjuntodecosetsdelsubgrupoinvarianteHconformaun
grupolamadogrupococienteydenotadoporG/H.
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Esposibleestablecerunhomomorﬁsmoϕ:G→G/Hcuyon´ucleoesϕ−1(eG/H)=
H.Enefecto,seaϕunaaplicaci´onqueasigneacadaelementodeGelcosetquelo
contiene,
ϕ(h):=e·H,ϕ(a·h):=a·H, ∀h∈H, ∀a̸ ∈H. (1.7.4)
Entonces,
ϕ(ai·h1)·ϕ(ak·h2)=(ai·H)·(ak·H)=(ai·ak)·H=
=ϕ((ai·ak)·h3)=ϕ((ai·h1)·(ak·h2)),
(1.7.5)
dondeh3=a−1k ·h1·ak·h2∈H.Entoncesϕesunhomomorﬁsmoden´ucleoH.
Teorema 1.4.Seaϕ:G → G′unhomomorﬁsmo(sobreyectivo)den´ucleo
ϕ−1(e′)=H⊂G.Entonces,HesunsubgrupoinvariantedeGyelgrupocociente
G/HesisomorfoaG′.
Yasabemosqueeln´ucleodeunhomomorﬁsmoesunsubgrupoinvariante,res-
pectodelcualpodemosconstruirelgrupococienteG/H.
Deﬁnamos ahora una aplicaci´on ϕ : G/H → G′ de modo que
ϕ(a·H)=ϕ(a).Dadoquedoselementosena·Hdiﬁerenenlacomposici´oncon
unelementodeH,estaasignaci´onesindependientedelelementoempleadopara
caracterizarelcoset:ϕ(a·h)=ϕ(a)·ϕ(h)=ϕ(a)·e′=ϕ(a),∀h∈H.
Entonces,
ϕ((a·H)·(b·H))=ϕ((a·b)·H)=ϕ(a·b)=
=ϕ(a)·ϕ(b)=ϕ(a·H)·ϕ(b·H).
(1.7.6)
Porlotanto,ϕ:G/H→G′esunhomomorﬁsmo.
Comoelrangodeϕ(g)estodoG′,∀g′∈G′∃g∈Gtalqueϕ(g·H)=ϕ(g)=g′.
Porlotanto,ϕ:G/H→G′tambi´enessobreyectivo.
Finalmente,siϕ(a·H)=ϕ(b·H)⇒ ϕ(a)·ϕ(b)−1=ϕ(a·b−1)=e′.Entonces,
a·b−1∈H ⇒ a=h·b∈H·b=b·H,porserH invariante.Peroentonces
a·H=b·H,yelhomomorﬁsmoesunoauno(esdecir,esunisomorﬁsmo).
Porlotanto,G/H≈G′.
1.8. Productodirectodegrupos
ApartirdedosgruposG1yG2esposibleconstruiruntercergrupoG=G1×G2,
lamadoproductodirecto,delasiguientemanera.
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Seana1,b1,c1,···∈G1ya2,b2,c2,···∈G2.ElgrupoG1×G2eselconjuntode
losparesordenados⟨g1,g2⟩estructuradoconlaleydecomposici´on
⟨a1,a2⟩·⟨b1,b2⟩:=⟨a1·b1,a2·b2⟩. (1.8.1)
Puedeveriﬁcarsequeestaleyesasociativa,tieneporelementoneutroalpar⟨e1,e2⟩,
yelinversode⟨g1,g2⟩eselpar⟨g−11 ,g−12 ⟩.SiG1yG2sondeordenﬁnito,#G=
#G1#G2.
Loselementosdelaforma⟨e1,g2⟩formanunsubgrupoinvarianteG2deG1×G2,
isomorfoaG2.Similarmente,losparesdelaforma⟨g1,e2⟩formanunsubgrupo
invarianteG1deG1×G2,isomorfoaG1.Evidentemente,elementosdeesossubgrupos
conmutanentres´ı,
⟨e1,g2⟩·⟨g1,e2⟩=⟨g1,g2⟩=⟨g1,e2⟩·⟨e1,g2⟩, (1.8.2)
ytodoelementodeG1×G2puedeescribirseenlaformadeunproductocomoen
(1.8.2).
Puedeveriﬁcarsef´acilmentequeG/G2≈G1,yqueG/G1≈G2.Porejemplo,
loselementosdeG/G2sonloscosetsdelaforma
⟨a1,e2⟩·G2={⟨a1,e2⟩·⟨e1,g2⟩=⟨a1,g2⟩,g2∈G} (1.8.3)
paracadaa1∈G1,dedonderesultadeinmediatoelisomorﬁsmoG/G2≈G1.
Rec´ıprocamente,siungrupoGtienedossubgruposinvariantesG1yG2tales
que
G1∩G2={e} y g1·g2=g2·g1,∀g1∈G1,g2∈G2, (1.8.4)
ysitodoelementog∈Gtieneunadescomposici´on(´unica6)comounproductode
laformag=g1·g2,cong1∈G1,g2∈G2,entoncesG=G1×G2.Tambi´eneneste
casoG/G2≈G1yG/G1≈G2.
1.9. Automorﬁsmo-Centrodeungrupo
Unautomorﬁsmoesunisomorﬁsmodeungrupoens´ımismo,ϕ:G↔ G.
Elconjuntodetodoslosautomorﬁsmosformaungruporespectodelacomposici´on
usualdeaplicaciones.Suelementoneutroeslaaplicaci´onidentidad.
Ejemplo1.10.Paraelgrupoc´ıclico{e,a,a2},laaplicaci´on
ϕ(e)=e,ϕ(a)=a2,ϕ(a2)=a, (1.9.1)
6Enefecto,siunelementodeGpuedeexpresarsecomog=g1·g2,ytambi´encomog=g′1·g′2,
dondeg1,g′1∈G1yg2,g′2∈G2,entonces(g′1)−1·g1=g′2·g−12 =e,dedonderesultaquela
descomposici´onesu´nica.
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esunautomorﬁsmo.
Unendomorﬁsmoesunautomorﬁsmodeﬁnidomediantelaconjugaci´onpor
unelementoﬁjodelgrupo,
ϕa:G↔G|ϕa(g)=a·g·a−1,∀g∈G. (1.9.2)
ElconjuntodelosendomorﬁsmossobreG,End(G),formaunsubgrupodelgrupo
delosautomorﬁsmos,queresultaserhomomorfoalpropiogrupoG.Enefecto,
(ϕa◦ϕb)(g)=ϕa(ϕb(g))=ϕa(b·g·b−1)=
=ϕa(b)·ϕa(g)·ϕa(b−1)=a·b·g·b−1·a−1=
=(a·b)·g·(a·b)−1=ϕa·b(g),∀g∈G.
(1.9.3)
Porlotantoϕa◦ϕb=ϕa·bylaaplicaci´onΦ:G→End(G)talqueΦ(a)=ϕaes
unhomomorﬁsmo:Φ(a·b)=ϕa·b=ϕa◦ϕb=Φ(a)·Φ(b).Enparticular,Φ(e)=ϕe,
laidentidadenelgrupodeautomorﬁsmos.
Eln´ucleodeestehomomorﬁsmo,Φ−1(ϕe),est´aconstituidoporloselementosde
GparaloscualesΦ(a)=ϕa=ϕe,esdecir,talesque
ϕa(g)=a·g·a−1=ϕe(g)=g⇒a·g=g·a,∀g∈G. (1.9.4)
EstocorrespondealcentrodelgrupoG,esdecir,alconjuntoCdeaqueloselemen-
tosqueconmutancontodootroelementodeG.
Porsereln´ucleodeunhomomorﬁsmoΦ:G→ End(G),Cesunsubgrupo
invariantedeGyEnd(G)esisomorfoaG/C(verTeorema1.4).
1.10. Espacioscl´asicos
Enloquesigueestaremosinteresadosenrepresentacionesmatricialesdegru-
pos,esdecir,enhomomorﬁsmoscongruposdeoperadoreslinealesdeﬁnidossobre
espaciosdedimensi´onﬁnita.
Enunespacioeucl´ıdeodedimensi´onn,E,generadoporlabase{e1,e2,...,en},
losvectorestienendesarrolosdelaforma
x=
n∑
k=1
xkek, y=
n∑
k=1
ykek, (1.10.1)
yelproductoescalar(herm´ıticoypositivodeﬁnido)puedeescribirsecomo
(x,y)=
n∑
k,l=1
x∗k(ek,el)yl=
n∑
k,l=1
x∗kgklyl, (1.10.2)
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dondegkl=(ek,el)=g∗lk.
Enesascondiciones,lam´etricadelespaciog=(gkl)deﬁnesobreCnunaforma
cuadr´atica,sesquilinealypositivadeﬁnida(herm´ıtica)7,
x†gy=(x,y)=(y†gx)∗, (1.10.3)
dondex,y∈CntienenporcomponentesaloscoeﬁcientesdeFourieren(1.10.1).
Comolam´etricaesunamatrizautoadjunta,g†=g,elapuedeserdiagonalizada
paraserlevadaalaformadiag(λ1,λ2,...,λn),conlosλk>0.Uncambioadecuado
enlasescalasdelosvectoresdelabasepermitereducirlaalamatrizidentidad,
g=1n(loquecorrespondeaadoptarunabaseortonormalparaE).
Enelcasodeespacioseucl´ıdeosreales,lam´etricagdeﬁnesobreRnunaforma
bilineal,sim´etricaypositivadeﬁnida,
xtgy=(x,y)=ytgx, (1.10.4)
dondex,y∈Rnygt=g.
Ahorabien,enlaF´ısicatambi´entienenaplicaci´onespacioslinealesm´asgene-
ralesquelosespacioseucl´ıdeos.Porejemplo,elespaciode Minkowski8M4,que
esunespaciorealcon m´etricaregularysim´etricaperonopositivadeﬁnida,g=
diag(+1,−1,−1,−1).
UnespacioEdotadodeunproductointeriorherm´ıticoynodegenerado9que
noespositivodeﬁnidoeslamadopseudo-eucl´ıdeo.Tambi´enenestecasopuede
elegirseunabaseparaEformadaporvectoresunitariosortogonales,{e1,e2,...,en}
con(ek,el)=0,parak̸=l.Perocomolanormanoespositivadeﬁnidasetieneque
(ek,el)=(el,ek)∗=gkl=
{
+δkl,1≤k≤p,
−δkl,p+1≤k≤p+q=n, (1.10.5)
dondeelpardeenteros⟨p,q⟩,cuyasumaesladimensi´ondeE,eslasignaturadel
espacio.Estasignaturaesunapropiedaddelespacioynodependedelaelecci´onde
unsistemaortonormalenE.
La m´etricadelosespaciospseudo-eucl´ıdeos,dadaporlamatrizregularauto-
adjuntag=(gkl)=g†,deﬁneunaformaherm´ıticasobreCnquenoespositiva
deﬁnida:
x†gy=(x,y)=(y†gx)∗. (1.10.6)
7CharlesHermite(1822-1901).
8HermannMinkowski(1864-1909).
9Unaformacuadr´aticasedicenodegeneradasif(x,y)=0,∀y∈E⇒x=0.
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Enestosespaciosexistenvectoresnonulosquetienennormanula(porejemplo,los
vectorestipoluzdelespaciodeMinkowski).
Enespaciospseudo-eucl´ıdeosrealesdedimensi´onn,la m´etricag=gtesuna
matrizregularrealysim´etricaquedeﬁnesobreRnunaformacuadr´aticabilineal
sim´etricanopositivadeﬁnida,
xtgy=(x,y)=ytgx. (1.10.7)
Sienunespaciolineal(realocomplejo)setieneunproductointeriornodege-
neradobilinealyantisim´etrico,
(ax,by)=ab(x,y), (x,y)=−(y,x), (1.10.8)
seest´aenpresenciadeunespaciosimpl´ectico.
Sepuedemostrar(ver m´asadelante)queestosespaciostienendimensi´onpar
(2n)yqueenelossiemprepuedeseleccionarseunsistemacompletodevectores
unitariosdelaforma(basedeDarboux){e1,e2,...,en,f1,f2,...,fn}quesatisfacen
(ek,el)=0=(fk,fl),
(ek,fl)=δkl=−(fl,ek), (1.10.9)
parak,l=1,2,...,n.Desarrolandolosvectoresrespectodeesabasetenemos
(x,y)=xtgy=−ytgx, (1.10.10)
dondelam´etrica
g=
(
0 1n
−1n 0
)
=−gt (1.10.11)
deﬁneunaformabilinealantisim´etricasobreR2no´C2n,seg´unelcaso.
Todovectordeunespaciosimpl´ecticotienenormanula,
xtgx=−xtgx=0. (1.10.12)
1.11. Operadoresisom´etricos
Unoperadorlinealqueconservalosproductosinterioresenunespaciocl´asicoE,
(Ax,Ay)=(x,y),∀x,y∈E, (1.11.1)
sediceisom´etrico.
Unoperadorisom´etricoeslamadounitario,pseudo-unitarioosimpl´ectico
seg´unqueelespacioseaeucl´ıdeo,pseudo-eucl´ıdeoosimpl´ecticorespectivamente.
Deladeﬁnici´ondeloperadoradjuntoenespaciosdedimensi´onﬁnitatenemos
que (A†Ax,y)=(Ax,Ay)=(x,y),∀x,y∈E, (1.11.2)
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dedonderesultaqueA†=A−1(dadoque,enestecaso,elinversoaizquierdaloes
tambi´enaderecha).
Elconjuntodelosoperadoresisom´etricos(oisometr´ıas)sobreunespacioE
formaungruporespectodelacomposici´onusualdeoperadores.Enefecto,tenemos
que
a)eloperadoridentidadesunaisometr´ıa,
b)cadaisometr´ıatieneunainversadadaporsuadjunto,queestambi´enisom´etri-
co: (A†x,A†y)=(AA†x,AA†y)=(x,y),∀x,y∈E, (1.11.3)
c)siAyBsonisom´etricos,entoncesABestambi´enunaisometr´ıa:
((AB)x,(AB)y)=(A(Bx),A(By))=
=(Bx,By)=(x,y),∀x,y∈E.
(1.11.4)
ReferidoaunabasedeE,eloperadorAest´adescritoporunamatrizA=(Akl).
Silam´etricaesherm´ıtica,tenemos
(Ax,Ay)=(Akixi)∗gkl(Aljyj)=
=x†A†gAy=x†gy,∀x,y∈Cn(´oRn)⇒A†gA=g,
(1.11.5)
Enconsecuencia,lasisometr´ıaspreservanlam´etricadelespacio.Ent´erminosdela
matrizadjunta,lainversaest´adadaporA−1=g−1A†g.
Deesarelaci´onsededuceinmediatamenteque
det(A†gA)=detA†detgdetA=detg̸=0⇒|detA|2=1, (1.11.6)
esdecir,detA=eiθsielespacioescomplejo,odetA=±1sielespacioesreal.
Silam´etricaesbilinealyantisim´etrica,
(Ax,Ay)=(Akixi)gkl(Aljyj)=
=xtAtgAy=xtgy,∀x,y∈Cn(´oRn)⇒AtgA=g.
(1.11.7)
Tambi´enenlosespaciossimpl´ecticoslasisometr´ıaspreservanlam´etrica.Lamatriz
inversaest´adadaenestecasoporA−1=g−1Atg.
Enparticular,eloperadorcorrespondientealamatrizM =g−1gtesunaiso-
metr´ıaenlosespaciossimpl´ecticos.Enefecto,
M tgM =g(g−1)tgg−1gt=g. (1.11.8)
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Estamatrizestambi´enunimodular,
detM =det(g−1gt)=(detg)−1detg=1. (1.11.9)
Perocomola m´etricaesantisim´etrica,M =g−1gt=−g−1g=−1dimE ⇒
detM =(−1)dimE.Enconsecuencia,ladimensi´ondelosespaciossimpl´ecticoses
necesariamentepar.
Porotraparte,
det(AtgA)=(detA)2detg=detg̸=0⇒(detA)2=1, (1.11.10)
peroenestecasosepuedemostrarquedetA=1.Enefecto,dada
A=
(
A B
C D
)
, (1.11.11)
dondeA,B,C,Dsonmatricesden×ncuyoselementostomanvaloresenelcuerpo
K=Ro´C,tenemosque(respectodelabasedeDarboux)
(
At Ct
Bt Dt
)(
0 1n
−1n 0
)(
A B
C D
)
=
(
0 1n
−1n 0
)
(1.11.12)
y,enconsecuencia,
AtD−CtB=1n, AtC=CtA, BtD=DtB. (1.11.13)
SupongamosahoraqueAesregular.Ladescomposici´ondeSchur10nosper-
miteescribir
A=
(
1n 0
CA−1 1n
)(
A 0
0 D−CA−1B
)(
1n A−1B
0 1n
)
, (1.11.14)
dondeD−CA−1BeselcomplementodeSchurdeAenA.Evidentemente,
detA=detA×det(D−CA−1B). (1.11.15)
Ahorabien,de(1.11.13)resultaque
Ct=AtCA−1, At(D−CA−1B)=1n, (1.11.16)
dadoqueCA−1=(CA−1)t,loqueimplicaque
detAt×det(D−CA−1B)=detA=1. (1.11.17)
Finalmente,n´oteseque
det
(
A B
C D
)
=(−1)n2det
(
C D
A B
)
=det
(
D C
B A
)
, (1.11.18)
10IssaiSchur(1875-1941).
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demodoqueenladescomposici´on(1.11.15)puedeemplearseelcomplementode
Schurdecualquieradesusbloques(siemprequeseainvertible).
1.12. Principalesgruposde matrices
YahemosmencionadoanteriormentealgrupogenerallinealGL(n,Ro´C),
formadoporlasmatrices(realesocomplejas)regularesden×n,yasusubgrupo
especiallinealSL(n,Ro´C),dematricesunimodulares.
Deacuerdoalosresultadosdelasecci´onanterior,podemosintroducirdistintos
gruposdeisometr´ıascomosubgruposdelosanterioresquepreservanlacorrespon-
dienteformacuadr´atica.
Enunespacioeucl´ıdeocomplejodedimensi´onnym´etricag=1n,lasmatrices
unitarias,quesatisfacenU†U=1n,formanelgrupoU(n).Esarelaci´onimpone
n+2n(n−1)/2=n2condicionessobresusn2elementoscomplejos,loquereducea
n2eln´umerodesuspar´ametrosrealesindependientes.SiU∈U(n)⇒|detU|=1.
Estegrupocontieneunsubgrupo(invariante)unimodularSU(n),formadopor
lasmatricesunitariasdedeterminanteiguala1,cuyoselementosest´anidentiﬁcados
porn2−1par´ametrosreales(yaquetomardetU=1correspondeaeliminarun
par´ametroreal).
Enunespacioeucl´ıdeorealdedimensi´onn,elconjuntodelasmatricesortogo-
nalesden×n,quesatisfacenRtR=1n,conformanelgrupoO(n).Esaigualdad
imponen+n(n−1)/2=n(n+1)/2condicionessobresusn2elementosreales,de
modoqueestasmatricesquedanespeciﬁcadasporn2−n(n+1)/2=n(n−1)/2
par´ametrosreales.SiR∈O(n)⇒detR=±1.
Estegrupocontieneunsubgrupo(invariante)SO(n),formadoporlasmatrices
ortogonalesdedeterminanteiguala1,cuyoselementostambi´endependenden(n−
1)/2par´ametrosreales(yaque,enestecaso,seleccionardetR=1nocorrespondea
eliminarunpar´ametrocontinuo).
Enelcasodeespaciospseudo-eucl´ıdeosconm´etrica
g=
(
1p 0
0 −1q
)
, (1.12.1)
elgrupodeisometr´ıascorrespondealdelasmatricespseudo-unitariasU(p,q)o
pseudo-ortogonalesO(p,q),seg´unseaelespaciocomplejooreal,
U†gU=g⇒|detU|=1,
RtgR=g⇒detR=±1. (1.12.2)
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Esosgruposcontienensubgruposunimodularesinvariantes,denotadosporSU(p,q)
ySO(p,q)respectivamente.Encadacaso,eln´umerodepar´ametrosindependientes
resultadeunrazonamientosimilaralanteriormenteempleado.
Porsuparte,enunespaciosimpl´ectico(realocomplejo)dedimensi´on2ncon
m´etrica
g=
(
0 1n
−1n 0
)
, (1.12.3)
elgrupodeisometr´ıascorrespondealgrupodematricessimpl´ecticasSp(2n,Ro´C),
quesatisfacenMtgM=g,lasque(comosedijo)tienendeterminantedetM =
1.Puestoqueambosmiembrosdeesaigualdadsonmatricesantisim´etricas,ela
correspondealaimposici´onde2n(2n−1)/2condiciones(realesocomplejas,seg´unel
caso).Enconsecuencia,eln´umerodepar´ametrosindependientes(realesocomplejos,
seg´unelcaso)es(2n)2−2n(2n−1)/2=2n2+n=n(2n+1).
Enelespacioden-uplasdecuaterniones11,Hn,sedeﬁneelgrupo(hiper)unitario
U(n,H)cuyoselementossonmatricesdecuaternionesquepreservanlam´etrica1n.
EstegruposepuedeidentiﬁcarconunsubgrupodeSp(2n,C)deﬁnidocomola
intersecci´onSp(n):=U(2n)∩Sp(2n,C).Sepuedemostrarqueestasmatrices,
dedimensi´on2n×2n,quedanespeciﬁcadasmedianteunconjuntoden(2n+1)
par´ametrosreales.
Finalmente,se˜nalemosquelaaplicaci´onexponencialdeuna matrizBse
deﬁneporlaserie
eB=
∞∑
n=0
Bn
n!, (1.12.4)
lacualconvergeenelsentidodelanormadelosoperadores.
Entonces,siA=A†esunamatrizautoadjunta,entonceseiAesunitaria.En
efecto,(eiA)†=e(iA)†=e−iA†=e−iA=(eiA)−1.
Similarmente,siK =−Ktesrealyantisim´etrica,entonceseK esunamatriz
ortogonal:(eK)t=e−K=(eK)−1.
Porotraparte,sieBesunamatrizsimpl´ecticadedimensi´on2n×2n,teniendo
encuentaque(ig)2=12n,tenemosque
eBt=−ge−Bg=e−(ig)B(ig)=egBg ⇒ Bt=gBg. (1.12.5)
11Cuaterniones:generalizaci´ondelosn´umeroscomplejosintroducidapor WiliamR.Hamilton
(1805-1865)e,independientemente,porBenjaminO.Rodrigues(1795-1851).Eseconjuntoes
unespaciolinealgeneradoporcuatroelementos,{1,i,j,k},quesatisfacenlasrelacionesi2=j2=
k2=ijk=−1.
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Cap´ıtulo2
REPRESENTACIONES MATRICIALESEN MECA´NICA
CUA´NTICA
2.1. Elcasodeunapart´ıculaenunpotencialpar
Consideremosunapart´ıculacu´anticaquesedesplazaenunal´ınearectabajola
inﬂuenciadeunpotencialpar,V(−x)=V(x).
EloperadorHamiltoniano1deesesistemaes
H=−
2
2m
d2
dx2+V(x), (2.1.1)
deﬁnidosobreelsubespaciodensoD(H)delasfuncionesψ(x)∈L2(R)quetienen
unaderivadasegundalocalmentesumableytalesqueHψ(x)∈L2(R).
Consideremosunvectordeestadoψ(x)∈D(H),entonces
Hψ(x)=χ(x)∈L2(R). (2.1.2)
Supongamosahoraquepreparamosalsistemaconlaorientaci´oncontraria,demodo
quesuestadoest´edescritoporelvectorψ(−x).Dadoqueelpotencialespar,
podemosreferireloperadorH alsistemadecoordenadasinvertido:seay=−x,
entonces
Hx=−
2
2m
d2
d(−x)2+V(−x)=Hy, (2.1.3)
dedonderesultaque
Hxψ(−x)=Hyψ(y)=χ(y)=χ(−x). (2.1.4)
PodemosintroducirunoperadorlinealPdeﬁnidosobretodoL2(R),quetrans-
formalosvectoresseg´un
Pψ(x)=ψ(−x). (2.1.5)
N´otesequeP:D(H)→D(H).
Laecuaci´on(2.1.5)puedeserinterpretadacomo
HPψ(x)=Pχ(x)=PHψ(x). (2.1.6)
Esdecir,∀ψ(x)∈D(H),densoenL2(R),es
(PH−HP)ψ(x)=0⇒[P,H]=O. (2.1.7)
1WiliamRowanHamilton(1805-1865).
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TeniendoencuentaqueP2ψ(x)=Pψ(−x)=ψ(x),vemosqueP2=I,esdecir,
P−1=P.Tambi´ensevef´acilmentequeP†=P.
Enconsecuencia,tenemosungrupodeoperadoresdeﬁnidossobretodoL2(R),
G={I,P}≈Z2, (2.1.8)
losqueconmutanconHeneldominiodensoD(H).Estocorrespondeaungrupo
desimetr´ıasdelsistema,puestoquelasprobabilidadesdetransici´onnocambian
porlaaplicaci´ondeesastransformaciones2:(
Pψ1,e−iHtPψ2
)
=
(
ψ1,P†e−iHtPψ2
)
=
=
(
ψ1,e−iHtψ2
)
.
(2.1.11)
ConsideremosahoraunautovectordeH(quesupondremosnodegenerado),
HψE(x)=EψE(x). (2.1.12)
Comoelcorrespondientesubespaciocaracter´ısticoesunidimensional,todootroau-
tovectorcorrespondientealmismoautovalordebeserproporcionalaψE.Adem´as,
comoPconmutaconH,Pdejainvarianteesesubespaciocaracter´ısticodeH,de
modoque
HPψE=PHψE=EPψE. (2.1.13)
Enconsecuencia,PψE(x)=ψ(−x)=cψ(x),dondecesunaconstantecuyocua-
dradoesc2=1.Dependedelautovectorconsideradoquec=+1oc=−1,loque
correspondealhechobienconocidodequelasautofuncionesdeHamiltonianospares
sondeparidaddeﬁnida.
Perodesdeelpuntodevistadelateor´ıadegrupos,sepuededecirquelaacci´on
deloperadorPenelsubespaciocaracter´ısticoconsideradoest´arepresentadaporla
multiplicaci´onpor+1opor−1. M´asprecisamente,paraaquelossubespaciospara
loscualesc=1quedaestablecidounhomomorﬁsmoentreG yelgrupotrivial
Z1,mientrasqueparaaquelosenloscualesc=−1seest´aenpresenciadeuna
representaci´onﬁeldelgrupoG≈Z2.
2Eloperadordeevoluci´onU(t)=e−iHt eslasoluci´ondelaecuaci´ondiferencial
∂tU(t)=−iHU(t), conU(0)=I. (2.1.9)
Si[P,H]=O(esdecir,siP†HP=H)entonces[P,U(t)]=O.Enefecto,
∂t
(
P†U(t)P
)
=P†
(
−iHU(t)
)
P=−iH
(
P†U(t)P
)
; (2.1.10)
ycomoP†U(0)P=P2=I,resultaqueP†U(t)P=U(t).
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2.2. Elcasodeunapart´ıculaenunpotencialcentral
Consideremosahoraunapart´ıculacu´anticaenR3sometidaalainﬂuenciadeun
potencialcentral,V=V(|x|).
EloperadorHamiltonianoparaesteproblemaes
H=−
2
2m△x+V(|x|), (2.2.1)
donde△xeselLaplaciano3enR3.Sudominiodedeﬁnici´onD(H)eselsubespacio
delasfuncionesψ(x)∈L2(R3)talesquesusderivadasparcialessegundas∂i2ψ(x)
sonlocalmentesumablesyHψ(x)∈L2(R3).
Consideremosvectordeestadoψ(x)∈D(H),entonces
Hψ(x)=χ(x)∈L2(R3). (2.2.2)
Supongamosahoraquepreparamoselsistemaconunaorientaci´ondistintaenel
espacio,demodoquesuestadoest´erepresentadoporelmismovectorψ(y)pero
respectodeunsistemadecoordenadasrotadorespectodelinicial.Larelaci´onentre
lascoordenadasdeunmismopuntodelespacioenelsistemadecoordenadasinicial,
x∈R3,yenelsistemarotado,y∈R3,eslineal:x=Ry,dondeResunamatriz
realde3×3.Encomponentes,
xk=Rklyl. (2.2.3)
Unarotaci´ondelsistemadecoordenadaspreservalasdistanciaentreelpuntocon-
sideradoyelorigen,demodoqueResunamatrizortogonal:
(x,x)=(Ry,Ry)=(y,RtRy)=(y,y),∀y∈R3, (2.2.4)
loqueimplicaqueRtR=13.ComoResunafunci´oncontinuadelosa´ngulosde
Euler,detR=+1.Enconsecuencia,R∈SO(3),conRt=R−1.
Lafunci´ondeondaquedescribealsistemaf´ısicorotado,referidaalsistemade
coordenadasinicial,es(suponiendoquesetransformacomounescalar)
ψ(x)=ψ(y)=ψ(R−1x). (2.2.5)
PodemosahorareferirelHamiltonianoalsistemadereferenciarotado,teniendo
encuentaqueelpotencialescentral.Enefecto,paray=R−1xtenemosporunlado
V(|x|)=V(|y|),mientrasque
∂
∂xk=
∂yl
∂xk
∂
∂yl=
(Rt)lk
∂
∂yl=Rkl
∂
∂yl
(2.2.6)
△x= ∂∂xk
∂
∂xk=
∂
∂ylRklRkm
∂
∂ym =
∂
∂ylδkm
∂
∂ym =△y.
3Pierre-SimondeLaplace(1749-1827).
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Entonces,
Hxψ(R−1x)=Hyψ(y)=χ(y)=χ(R−1x). (2.2.7)
Tambi´enenestecasopodemosintroducirunconjuntodeoperadoreslineales
deﬁnidossobreL2(R3)que,paracadaR∈SO(3),transformenlosvectoresde
estadoseg´un
R(R)ψ(x)=ψ(R−1x). (2.2.8)
N´otesequeR(R):D(H)→D(H).
Enesascondiciones,∀ψ(x)∈D(H)densoenL2(R3),podemosreescribirla
eq.(2.2.7)como
HR(R)ψ(x)=R(R)χ(x)=R(R)Hψ(x). (2.2.9)
Enconsecuencia,
R(R)H−HR(R)=[R(R),H]=O,∀R∈SO(3). (2.2.10)
LosoperadoreslinealesR(R)tienenlassiguientespropiedades:
•R(R)esunitario4:
(R(R)ψ,R(R)χ)=
∫
ψ(R−1x)∗χ(R−1x)d3x=
=
∫
ψ(y)∗χ(y)(detR)d3y= (2.2.11)
=(ψ,χ),∀ψ,χ∈L2(R3),y∀R∈SO(3).
4EldominiodeR(R)estodoL2(R3)y,enparticular,R(R)preservalasnormas,
∥R(R)ψ∥2=(R(R)ψ,R(R)ψ)=(ψ,ψ)=∥ψ∥2.
SurangoestodoelespaciodeHilbert,pues∀ψ(x)∈L2(R3)
ψ(x)=ψ(RR−1x)=R(R)χ(x),conχ(x)=ψ(Rx)∈L2(R3),
ytambi´enesinyectivoyaque
R(R)ψ(x)=R(R)χ(x)⇒R(R)(ψ(x)−χ(x))=0⇒(ψ(x)−χ(x))=0.
Entonces,R(R)esunabiyecci´ondeL2(R3)entodoL2(R3)coninversaacotada.Adem´as,por
seracotado,suadjuntoest´adeﬁnidoentodoL2(R3)ycoincideconsuinversa,R†(R)=R−1(R).
Enefecto,∀ψ,χ∈L2(R3)tenemosque
(ψ,χ)=(R(R)ψ,R(R)χ)=(R†(R)R(R)ψ,χ) ⇒ R†(R)R(R)=I.
YcomoRank(R(R))=L2(R3),∀ψ,χ∈L2(R3)existenψ,χ∈L2(R3)talesqueψ=R(R)ψ,χ=
R(R)χ,demodoque
(ψ,R(R)R†(R)χ)=(R(R)ψ,R(R)R†(R)R(R)χ)=(ψ,χ) ⇒ R(R)R†(R)=I.
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•ElconjuntodelosoperadoresR(R),conR∈SO(3),seestructura(respectode
lacomposici´onusualdeoperadoressobreunespaciodeHilbert5)comoungrupo
isomorfoaSO(3).Enefecto,seanR1R2=R3,entonces,∀ψ(x)∈L2(R3)
R(R1)R(R2)ψ(x)=R(R1)(R(R2)ψ(x))=
=R(R1)ψ(R−12x)=ψ(R−12R−11x)=
=ψ((R1R2)−1x)=ψ(R−13x)=R(R3)ψ(x),
⇒R(R1)R(R2)=R(R1R2),∀R1,R2∈SO(3).
(2.2.12)
Porlotanto,elgrupodeoperadoreseshomomorfoaSO(3)(constituyeunarepre-
sentaci´onlinealdeSO(3)).Perolarelaci´onentreambosgruposesunoauno.En
efecto,siR(R1)=R(R2)entonces,paratodoψ(x)∈L2(R3)setieneque
R(R1)ψ(x)=ψ(R−11x)=ψ(R−12x)=R(R2)ψ(x), (2.2.13)
yesoesposibles´olosiR1=R2.Enconsecuencia,elgrupodeoperadoresas´ıob-
tenido,queact´uasobreunespaciodefuncionesescalaresavaloresenL2(R3),es
isomorfoalgrupoderotacionesenelespacio,SO(3).Enparticular,R(13)=Iy
R(R−1)=R†(R).
DadoquelosoperadoresR(R)sonunitariosyconmutanconelHamiltoniano
H,setratadeungrupodesimetr´ıasdelsistemacu´antico.Enefecto,lastrans-
formacionesqueproducenpreservanlasprobabilidadesdetransici´onentreestados6,
(
R(R)ψ,e−iHtR(R)χ
)
=
(
R(R)ψ,R(R)e−iHtχ
)
=
(
R†(R)R(R)ψ,e−iHtχ
)
=
(
ψ,e−iHtχ
)
. (2.2.14)
Consideremosahoraelsubespaciocaracter´ısticocorrespondientealautovalorE
deH.Engeneral,ser´adegeneradocondegeneraci´onﬁnitan.Entoncespodemosse-
leccionarunconjuntodenautovectoreslinealmenteindependientescorrespondientes
alautovalorE,quegeneranesesubespacio:
HψkE(x)=EψkE(x),conk=1,2,..,n. (2.2.15)
5DavidHilbert(1862-1943).
6Aqu´ıtambi´en,delaecuaci´ondeSchr¨odinger(ErwinRudolfJosefAlexanderSchr¨odinger
(1887-1961))sededucequesiR†(R)HR(R)=H entoncesR†(R)U(t)R(R)=U(t),donde
U(t)=exp(−iHt)eseloperadordeevoluci´ondelsistemacu´antico.VerNotaalpieenp´agina38.
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Todoautovectordeesesubespaciocaracter´ısticodeHsepuedeexpresarcomo
unacombinaci´onlinealdelosψkE(x).Porotraparte,losoperadoresR(R)dejaninva-
rianteaesesubespacio,puestoqueconmutanconelHamiltoniano.Enconsecuencia,
paracadaR∈SO(3)yparacadak=1,..,n,
R(R)ψkE(x)=
n∑
l=1
ψlE(x)Dlk(R), (2.2.16)
conciertoscoeﬁcientesDlk(R)quedependendelarotaci´onconsideradaR.
Poraplicaci´onsucesivadelastransformacionesenL2(R3)asociadasadosrota-
ciones,R1,R2∈SO(3),obtenemos
R(R1)R(R2)ψkE(x)=
n∑
l=1
R(R1)ψlE(x)Dlk(R2)=
n∑
l=1
n∑
m=1
ψmE(x)Dml(R1)Dlk(R2). (2.2.17)
Perotambi´enes
R(R1)R(R2)ψkE(x)=R(R1R2)ψkE(x)=
n∑
m=1
ψmE(x)Dmk(R1R2). (2.2.18)
YcomolosψmE(x)sonlinealmenteindependientes,resulta
n∑
l=1
Dml(R1)Dlk(R2)=Dmk(R1R2), (2.2.19)
obien,deﬁniendomatricesD(R)dedimensi´onn×ncuyoselementossonloscoeﬁ-
cientesDlk(R),
D(R1)D(R2)=D(R1R2). (2.2.20)
Enconsecuencia,elconjuntodematricesD(R)conformanungrupohomomorfo
aSO(3).Esdecir,constituyenunarepresentaci´on matricialdeSO(3),cuyas
matricesdescribenlaacci´ondelosoperadoresR(R)enelsubespaciocaracter´ıstico
correspondientealautovalorE.
Lasanterioresconsideracionesimponen(enelcasogeneral)restriccionessobre
lossubespaciosdedegeneraci´ondelosautovaloresdelHamiltoniano,puesestablecen
quedebenserespaciosderepresentaci´ondelosgruposdesimetr´ıadelsistema
f´ısicoconsiderado(esdecir,espaciosenlosqueseaposibleconstruirunarepresen-
taci´onmatricialdeesosgrupos).
Enefecto,noesa-priorievidentequedadounciertogrupopuedaconstruirse
unarepresentaci´onmatricialdeunadimensi´onarbitraria(m´asadelanteveremosque
lasdimensionesdelasrepresentacionesmatricialesirreduciblesdelgrupoSO(3)
sonimpares,n=2j+1,conj∈N∪{0}).
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Enesesentido,elconocimientodelasrepresentacionesmatricialesdelgrupo
desimetr´ıasdeunHamiltonianopermiteprever,enalgunamedida,elgradode
degeneraci´ondesusautovalores(esesperablequeenelespectrodeHsedendiversas
representacionesmatricialesdeesosgrupos).
Volviendoalejemploanterior,se˜nalemosquelaelecci´ondeunabaseenelsubes-
paciocaracter´ısticocorrespondientealautovalorEdeHesarbitraria.Supongamos
queadoptamosunnuevosistemacompletodenautofuncionesdeH,
HχkE(x)=EχkE(x),conk=1,2,..,n. (2.2.21)
relacionadasconlasanteriorespor
ψkE(x)=
n∑
l=1
χlE(x)Alk, (2.2.22)
dondelamatrizA=(Alk)esregular.Entonces,larelaci´oninversaes
χkE(x)=
n∑
l=1
ψlE(x)A−1lk. (2.2.23)
Laacci´ondelosoperadoresR(R)sobrelosvectoresdelanuevabasees
R(R)χkE(x)=
n∑
l=1
R(R)ψlE(x)A−1lk=
n∑
l=1
n∑
m=1
ψmE(x)Dml(R)A−1lk=
=
n∑
p=1
χpE(x)
n∑
m=1
n∑
l=1
ApmDml(R)A−1lk. (2.2.24)
PerodeﬁniendomatricesD′comosehizoantes,tambi´entenemos
R(R)χkE(x)=
n∑
p=1
χpE(x)D′pk(R), (2.2.25)
demodoquelasmatricesdelanuevarepresentaci´onmatricialseobtienendelas
anterioresporunatransformaci´ondesimilitud:
D′(R)=AD(R)A−1,∀R∈SO(3), (2.2.26)
dondeAnodependedeR.N´otesequeambasrepresentacionesdescribenlamisma
transformaci´ondevectoresenelsubespaciocaracter´ısticodelautovalorE,pero
referidasadosbasesdistintas.
Dosrepresentacionesmatricialesquepuedenobtenerseunadelaotraporuna
transformaci´ondesimilitudsedicenequivalentes.
Tambi´enesposibleelegirunsistemaortonormalcomobasedelsubespaciocon-
siderado.Enesecaso,
(ψkE(x),ψlE(x))=δkl. (2.2.27)
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Ycomolosoperadoresdelarepresentaci´onlinealdeSO(3)antesconstruidason
unitarios,
δkl=(R(R)ψkE(x),R(R)ψlE(x))=
=(
n∑
p=1
ψpE(x)Dpk(R),
n∑
q=1
ψqE(x)Dql(R))=
=
n∑
p=1
n∑
q=1
Dpk(R)∗(ψpE(x),ψqE(x))Dql(R)=
=
n∑
p=1
n∑
q=1
Dpk(R)∗δpqDql(R)=
n∑
p=1
Dpk(R)∗Dpl(R), (2.2.28)
esdecir,lasmatricesD(R)sonunitarias,
D†(R)D(R)=1n,∀R∈SO(3). (2.2.29)
Enconsecuencia,referidaaunabaseortonormal,larepresentaci´onobtenidaesuni-
taria.
Se˜nalemosﬁnalmenteque,como[R(R),H]=O,aquelosobservablesquese
expresencomofunci´ondelosoperadoresR(R)u´nicamentesonconstantesde
movimiento,demodoquecadagrupodesimetr´ıastieneasociadouncierton´umero
demagnitudesconservadas.
Enelsubespaciocaracter´ısticocorrespondientealautovalorE,queesinvariante
frentealgrupodetransformaciones,esosobservablesseexpresanent´erminosde
lasmatricesD(R)´unicamente.Deesemodo,deelasdependeunciertoconjuntode
n´umeroscu´anticosadicionalesquepermitendistinguirentrelosdiversosautovectores
deHcorrespondientesalmismoautovalorE.
2.3. Gruposdesimetr´ıas
Desdeunpuntodevistam´asgeneral,diremosqueunaoperaci´onqueserealiza
sobreunsistemaf´ısico(quenonecesariamenteinvolucrauncambiodecoordendas)
esunaoperaci´ondesimetr´ıasielanoafectaelresultadodelasmedicionesquese
efect´uensobreelsistema.Cuandoestasoperacionesseestructurencomoungrupo
hablaremosdegrupodesimetr´ıas.
En Mec´anicaCu´antica,acadaestadodeunsistemaf´ısicolecorrespondeun
vectordenorma1enunespaciodeHilbert,ψ∈H,deﬁnidoamenosdeunafase
arbitraria.Frenteaunaoperaci´ondesimetr´ıasobreelsistemaf´ısicoelvectorde
estadocambiaseg´unψ→ ψ′∈ H.Podemospensarqueesatransformaci´ones
efectuadaporlaaplicaci´ondeunoperadorUdeﬁnidosobreH,queestablecela
correspondenciaψ′=Uψ.
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Ahorabien,sisetratadeunasimetr´ıa,esatransformaci´onnoafectalasproba-
bilidadesdetransici´onentreestados,demodoqueUdebepreservarlosm´odulosde
losproductosescalares,
|(χ′,ψ′)|=|(Uχ,Uψ)|=|(χ,ψ)|, ∀ψ,χ∈H. (2.3.1)
EsaigualdadsesatisfacetrivialmentesiUesunoperadorlinealyunitario,encuyo
caso
(Uχ,Uψ)=(χ,ψ). (2.3.2)
Peronoesesalau´nicaposibilidad.Existeunteoremadebidoa Wigner7queesta-
blecequesiempreesposibleelegirlasfases(arbitrarias)delosvectoresdeestado
normalizadosdemodotalquesed´eunodelossiguientescasos,
Ueslinealyunitario:
U(aψ+bχ)=aUψ+bUχ,
(Uψ,Uχ)=(ψ,χ). (2.3.3)
Uesantilinealyunitario(antiunitario)8:
U(aψ+bχ)=a∗Uψ+b∗Uχ,
(Uψ,Uχ)=(ψ,χ)∗. (2.3.4)
Noobstante,s´oloelcasodetransformacionesqueinvolucranlainversi´ontem-
poralest´anrealizadasent´erminosdeoperadoresantiunitarios.Dejandodelado
esecasomuyparticular,s´olotendremosqueconsiderarrepresentacioneslineales
degrupos,esdecir,transformacionesdelsistemaf´ısicorealizadasenelespaciode
Hilbertent´erminosdeoperadoreslinealesyunitarios.
ConsideremosdoselementosdeungrupoG,g1·g2=g3∈G.Cadaunodeesos
elementostendr´aasociadounoperadorlinealU(g)sobreH,demodoqueporla
aplicaci´onsucesivadedostransformacionesalvectordeestadoψ∈Hobtenemos
U(g1)U(g2)ψ=U(g1)(U(g2)ψ)=χ, (2.3.5)
7EugenePaul Wigner(1902-1995).
8Eladjuntodeunoperadorantilinealdebeserdeﬁnidocomo
(U†ψ,χ)=(ψ,Uχ)∗,
demaneraconsistenteconlaantilinealidaddeU,
(U†ψ,aχ)=a(U†ψ,χ)=a(ψ,Uχ)∗=(ψ,a∗Uχ)∗=(ψ,Uaχ)∗.
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mientrasqueaplicandoeloperadorasociadoa g3(quecorrespondeala misma
operaci´onf´ısicasobreelsistema)
U(g1·g2)ψ=χ′. (2.3.6)
Losvectoresχyχ′representanelmismoestadodelsistemaf´ısico,porloques´olo
puedendiferirenunafase.ComoψesunvectorarbitrariodeH,seconcluyeque
esafaseesindependientedeψ,ys´olopuededependerdeloselementog1yg2,
U(g1·g2)=exp(iα(g1,g2))U(g1)U(g2). (2.3.7)
Enconsecuencia,acadaoperaci´onf´ısicasobreelsistemapuedecorresponderun
conjuntodeoperadoresquediﬁerenentres´ıenunafase.Siesosfactoresdefase
adicionalesnopuedenajustarsetodoselosa1eligiendoconvenientementelasfases
delosoperadoresU(g),sedicequeseest´aenpresenciadeunarepresentaci´on
proyectivadelgrupodetransformaciones.
Enelcasodetenerrepresentacionesproyectivas,existeunhomomorﬁsmodeun
grupodeoperadoresGsobreelgrupoGdetransformacionesconsideradas,ϕ:G→
G.Enparticular,habr´aunconjuntodeoperadoresI={I,exp(iα(g,g−1))I,..}⊂
Gques´olodiﬁerendelaidentidadenunafaseyquesonaplicadosporefectodel
homomorﬁsmoenelelementoidentidadedeG.Esteconjunto,claramentecontenido
enelcentrodelgrupoG,constituyeeln´ucleodelhomomorﬁsmo,I=ϕ−1(e),quees
unsubgrupoinvariantedeG.Deladeﬁnici´ondegrupocociente(verSecci´on1.4),
yasabemosqueenesecasoGesisomorfoaG/Iporlacorrespondenciag↔U(g)I.
Estoes,cadatransformaci´ondelgruposobreelsistemaf´ısicoestar´arealizadaenel
espaciodeHilbertdeestadosdelsistemaporunconjuntodeoperadoresquediﬁeren
entres´ıenunfactordefase.
Enesascondiciones,elestudiodelasrepresentacionesproyectivasdeungrupo
Gsereducealestudiodelasrepresentacionesordinariasdeungrupom´asamplio,
G,lamadogrupodecubrimientodeG,alcualGeshomomorfo.
DelconjuntodelasrepresentacionesmatricialesdelgrupodecubrimientoG,son
representacionesordinariasdelgrupoGaquelasqueaplicaneln´ucleoIenlamatriz
identidaddelarepresentaci´on.
Bibliograf´ıa:
E. Wigner,Grouptheory:anditsapplicationtothequantummechanicsof
atomicspectra.AcademicPress,NewYork,1959.
2.3.GRUPOSDESIMETR´IAS 47
Hermann Weyl,TheTheoryofGroupsandQuantum Mechanics,Courier
DoverPublications,1950.
H.Bacry,Le¸conssurlaTh´eoriedesGroupesetlesSymm´etriesdesParticules
El´ementaires.GordonandBreach,NewYork,1967.
J.F.Cornwel,GroupTheoryinPhysics,AcademicPress,1984.

Cap´ıtulo3
REPRESENTACIONES MATRICIALESDEGRUPOSDE
ORDENFINITO
3.1. Representacionesequivalentes-Caracteres
ConsideremosdoscopiasdelespacioCn,EyE′,yseaAunamatrizregular
(dedimensi´onn×n)querepresenteunaaplicaci´onconinversaentreesosespacios,
A:E→E′.Dadaunarepresentaci´onmatricialdeungrupoGestablecidasobreel
espacioE,
D:G→D(G)={D(g):E→E,∀g∈G} (3.1.1)
(dondeDesunhomomorﬁsmodeGenungrupodematricesden×n,D(G)),es
posibleconstruirunarepresentaci´onmatricialdeGsobreE′demodoque
D′(G):={D′(g)=AD(g)A−1:E′→E′,∀g∈G}. (3.1.2)
Enefecto,∀g1,g2∈Gtenemos
D′(g1)D′(g2)=AD(g1)A−1AD(g2)A−1=
=AD(g1·g2)A−1=D′(g1·g2).
(3.1.3)
Dosrepresentacionesdelamismadimensi´oncuyasmatricesserelacionanpor
unatransformaci´ondesimilitud,
D′(g)=AD(g)A−1,∀g∈G,conAﬁjo, (3.1.4)
sedicenequivalentes.
Estoconstituyeunarelaci´ondeequivalenciaquepermiteagruparlasrepresen-
tacionesmatricialesdeungrupoGenclasesderepresentacionesequivalentes.
Selamacar´acterdelelementog∈Genlarepresentaci´onD(G)alatrazade
lamatrizquelorepresenta,
χ(g):=tr{D(g)},conD(g)∈D(G). (3.1.5)
Estaesunapropiedaddelelementog∈Gencadaclasederepresentacionesequiva-
lentes.Enefecto,loscaracteresdeunmismoelementog∈Gendosrepresentaciones
equivalentecoinciden,
χ′(g)=tr{D′(g)}=tr{AD(g)A−1}=tr{D(g)}=χ(g), (3.1.6)
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dadalainvarianzadelatrazafrenteapermutacionesc´ıclicasdelasmatricesensu
argumento.
Enparticular,elcar´acterdelneutroesladimensi´ondelarepresentaci´on
χ(e)=tr{D(e)}=tr{1dimE}=dimE. (3.1.7)
Porotraparte,aelementosconjugadosdeGlescorrespondeelmismocar´acteren
cadaclasederepresentacionesequivalentesdeesegrupo.Enefecto,sig′=a·g·a−1,
χ(g′)=tr{D(a·g·a−1)}=tr{D(a)D(g)D(a−1)}=
=tr{D(g)}=χ(g).
(3.1.8)
Enconsecuencia,eln´umerodecaracteresdiferentesnopuedesuperaraln´umerode
clasesdeelementosconjugadosenelgrupo(queesﬁnitosielgrupoesdeorden
ﬁnito).
Porlotanto,cadaclasederepresentacionesequivalentesdeungrupoGest´aca-
racterizadaporunconjuntodecaracteres,unoporcadaclasedeelementosconju-
gadosenG.
3.2. Representacionesirreducibles
Dadaunarepresentaci´onD(G)deungrupoGsobreunespacioE,unsubespacio
F⊂Esediceinvariantefrentealaacci´ondelgruposi,∀x∈F,y∀g∈G,es
D(g)x∈F.
Todarepresentaci´ondejainvariantesalosdossubespaciosimpropios,F=E
yF={0}.
Unarepresentaci´onD(G)sedicereduciblesidejainvarianteaalg´unsubes-
paciopropiodeE.Encasocontrario,D(G)sediceirreducible.
Deesadeﬁnici´onresultaquelarepresentaci´onD(G)esreduciblesiesposible
elegirunabaseenelespaciodelarepresentaci´onEdemaneratalquelasmatrices
delarepresentaci´onpresentenunaestructuraenbloquesdelaforma
D(g)=
(
D(1)(g) B(g)
O D(2)(g)
)
, ∀g∈G, (3.2.1)
donde(Oesunamatriznulay)losconjuntosdematrices{D(1,2)(g),∀g∈G}
constituyenrepresentacionesmatricialesdeGdedimensi´onmenorquedimE.En
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efecto,
D(g1)D(g2)=
(
D(1)(g1)D(1)(g2)D(1)(g1)B(g2)+B(g1)D(2)(g2)
O D(2)(g1)D(2)(g2)
)
=D(g1·g2)=
(
D(1)(g1·g2) B(g1·g2)
O D(2)(g1·g2)
)
.
(3.2.2)
Unarepresentaci´onreduciblesedicecompletamentereduciblesitodosubes-
pacioinvariantedeD(G)tieneporcomplementoortogonalenEaotrosubespacio
invariante.
Enestecaso,lasmatricesdelarepresentaci´onpuedenserlevadasalaforma
D(g)=
(
D(1)(g) O
O D(2)(g)
)
, ∀g∈G. (3.2.3)
M´asgeneralmente,unarepresentaci´oncompletamentereduciblepuedeserleva-
daalaformadiagonalenbloques
D(g)=


D(1)(g) O O ...O O
O D(2)(g)O ...O O
.. .. .. .. ..
O O O ...O D(ρ)(g)

, ∀g∈G, (3.2.4)
dondelosconjuntosdematrices{D(α)(g),g∈G},paraα=1,2,...,ρ,sonrepre-
sentacionesirreduciblesdeG.
Enesesentido,sepuededecirquelarepresentaci´oncompletamentereducible
D(G)eslasumadirectaderepresentacionesirreducibles
D(G)=
ρ⊕
α=1
D(α)(G). (3.2.5)
Sientrelasrepresentacionesirreduciblesqueaparecenenelmiembrodelade-
rechade(3.2.5)lashayequivalentesentres´ıenn´umeroa1,a2,...,aσ,entoncesuna
transformaci´ondesimilitud(uncambioapropiadodelabasedeE)hacequeapa-
rezcanenelmiembrodeladerechade(3.2.4)aαbloquesid´enticos,conα=1,...,σ.
Enesascondiciones,podemosescribir
D(G)=
σ⊕
α=1
aαD(α)(G), (3.2.6)
dondelosaαsonenterospositivos.
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Ejemplo3.1.Elgrupoderotacionesenelplano,SO(2)tienelasiguientere-
presentaci´onﬁel
D(φ)=


cosφ −sinφ 0
sinφ cosφ 0
0 0 1

,φ∈[0,2π). (3.2.7)
Evidentemente,esarepresentaci´onescompletamentereducible.
Enunespaciocomplejo,resultainmediatomostrarquetodasesamatricespueden
sersimult´aneamentelevadasalaformadiagonal
D′(φ)=AD(φ)A−1=diag(eiφ,e−iφ,1) (3.2.8)
medianteunamatrizAquenodependedeφ.Enconsecuencia,Dpuedeexpresar-
secomosumadirectadetresrepresentaciones(irreducibles)unidimensionalesno
equivalentes.
Lema3.1.SeanD(G)yD′(G)dosrepresentacionesirreduciblesnoequivalentes
delgrupoG,deﬁnidassobrelosespaciosderepresentaci´onEyE′respectivamente.
Entonces,unoperadorA:E′→Equesatisface
D(g)A=AD′(g), ∀g∈G, (3.2.9)
esnecesariamenteeloperadornulo,A=O.
Primerose˜nalemosqueelrangodeA,F=Rank(A)⊂E,esunsubespacio
invariantefrentealaacci´ondelarepresentaci´onD(G).Enefecto,∀x∈Fexisteun
x′∈E′talquex=Ax′,demodoque
D(g)x=D(g)Ax′=AD′(g)x′∈F, ∀g∈G, (3.2.10)
dadoqueD′(g)x′∈E′.
Ycomo,porhip´otesis,D(G)esirreducible,FesunsubespacioimpropiodeE.
Enparticular,siF={0}⇒A=O.
SupongamosentoncesqueF=E,ylamemosF′aln´ucleodeA,F′=Ker(A)⊂
E′.
Paratodovectorx′∈F′y∀g∈Gtenemos
AD′(g)x′=D(g)Ax′=0⇒D′(g)x′∈F′, (3.2.11)
loqueimplicaqueF′esunsubespacioinvariantefrentealaacci´ondeD′(G).Y
como,porhip´otesis,D′(G)esirreducible,entoncesF′esunsubespacioimpropiode
E′.Enparticular,siF′=E′⇒A=O.
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SupongamosentoncesqueF′={0′}.Enesascondiciones,tenemosqueRank(A)=
EyKer(A)={0′},esdecir,Aesunaaplicaci´onbiun´ıvocaque,enconsecuencia,
tieneinversa.Peroenesecasopodemosescribirque
D(g)=AD′(g)A−1, ∀g∈G, (3.2.12)
encontradicci´onconlahip´otesisdequeD(G)yD′(G)sonrepresentacionesno
equivalentesdeG.
Porlotanto,comoAnopuedeserinvertible,debeserA=O.
Lema3.2.SupongamosahoraqueD(G)seaunarepresentaci´onmatricialirre-
ducibledelgrupoG,deﬁnidasobreelespacioderepresentaci´onEdedimensi´onn,
ysupongamosqueeloperador(matrizden×n)A:E→Esatisface
D(g)A=AD(g), ∀g∈G. (3.2.13)
Enesascondiciones,siA≠O,entoncesAesunm´ultiplodelamatrizidentidad,
A=λ1n.
SeaF=Rank(A).DeigualmodoqueenelLemaanterior,Fesunsubespacio
invariantefrentealaacci´ondeD(G).Comoesarepresentaci´onesirreducible,Fes
unsubespacioimpropiodeE.Enparticular,siF={0}⇒A=O.
SupongamosentoncesqueF=E,yseaF′=Ker(A).F′estambi´enunsubes-
pacioinvariantefrenteaD(G)y,porlotanto,tambi´enimpropio.Enparticular,si
F′=E⇒A=O.
Porlotanto,A≠OrequierequeRank(A)=EyKer(A)={0},esdecir,que
Aseainvertible.
Ahorabien,consideremoselpolinomiocaracter´ısticodelamatrizA,P(λ)=
det(A−λ1n),polinomiodegradodimE≥1.Seaλ0unodesusceros,ydeﬁnamos
unanuevamatrizA′=A−λ01n.Resultainmediatomostrarque
D(g)A′=A′D(g), ∀g∈G, (3.2.14)
loqueimplicaque,obienA′esinvertible,oA′=O.
Perocomo,porconstrucci´on,A′noesunamatrizregular,entoncesnecesaria-
menteA′=O⇒A=λ01n.
LosresultadosestablecidosenlosLemas3.1y3.2constituyenloqueseconoce
comoLemadeSchur(1905).Unaconsecuenciainmediataeselsiguientecorolario.
Corolario 3.0.1.LasrepresentacionesirreduciblesdeungrupoAbelianoson
todasunidimensionales.
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Enefecto,siGesAbelianotenemosque
D(g)D(g′)=D(g′)D(g), ∀g,g′∈G. (3.2.15)
Entonces,D(g)=λ(g)1dimE,∀g∈G.Ysilarepresentaci´onesirreducible,dimE=
1.
3.3. Representacionesunitarias
Unarepresentaci´onlinealD(G)sediceunitariasilasmatricesdelarepresen-
taci´onsonunitarias,
D(g)†=D(g)−1=D(g−1), ∀g∈G. (3.3.1)
Teorema 3.1.Todarepresentaci´onmatricialdeungrupodeordenﬁnitoes
equivalenteaunarepresentaci´onunitaria.
SeaGungrupodeordenﬁnito,#G=n,yseaD(G)unarepresentaci´onmatricial
deGdedimensi´onr.Lasmatricesdelarepresentaci´onsonoperadoresqueact´uan
sobreelementosdelespacioE=Cr,queesunespacioeucl´ıdeorespectodelproducto
escalarusualder-´uplascomplejas,
(x,y)=x†y=
(
x∗1 ... x∗r
)


y1..
yr

, x,y∈Cr. (3.3.2)
Losvectores
e1=


1
0
..
0

,e2=


0
1
..
0

,..., er=


0
..
0
1

, (3.3.3)
formanunabaseortonormaldelespacioE((ek,el)=δkl),demodoquetodovector
x∈Crpuedeescribirsecomox=xkek,conxk=(ek,x).
Conesosmismoselementospodemosconstruirunsegundoespacioeucl´ıdeo,E′,
introduciendocomoproductoescalarlaformaherm´ıtica
{x,y}:=1n
∑
g∈G
(D(g)x,D(g)y). (3.3.4)
Enefecto,resultainmediatomostrarqueconesadeﬁnici´onsesatisfacentodoslos
axiomasdelproductoescalar(hacerlocomoejercicio!).
ElespacioE′puedesergeneradoporrvectores,e′1,...,e′r∈Cr,ortonormales
enelsentidodequesatisfacen{e′k,e′l}=δkl.
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SeaAlamatrizregularquetieneporcolumnasalasr-´uplas(linealmenteinde-
pendientes)e′k,
A:=(e′1,e′2,...,e′r). (3.3.5)
EntoncesAek=e′k,demaneraqueAx=xkAek=xke′k.
Enesascondiciones,
{Ax,Ay}=x∗k{Aek,Ael}yl=x∗kδklyl=(x,y),∀x,y∈Cr. (3.3.6)
Deﬁnamosahoraunarepresentaci´onequivalenteD′(G)cuyasmatricesseobten-
gandelasdeD(g)porlatransformaci´ondesimilitud
D′(g):=A−1D(g)A, ∀g∈G. (3.3.7)
Estasmatricessonunitarias.Enefecto,∀x,y∈Crtenemos
x†D′(g)†D′(g)y=(D′(g)x,D′(g)y)=
=(A−1D(g)Ax,A−1D(g)Ay)=
={D(g)Ax,D(g)Ay}=
=1n
∑
h∈G
(
D(h)D(g)Ax,D(h)D(g)Ay
)
=
=1n
∑
h∈G
(
D(h·g)Ax,D(h·g)Ay
)
=
=1n
∑
g′∈G
(
D(g′)Ax,D(g′)Ay
)
={Ax,Ay}=
=(x,y)=x†1ry,
(3.3.8)
dondehemosusadoquelamultiplicaci´onaderechaporg(ﬁjo)esunaaplicaci´on
biun´ıvocadeGenG.
Porlotanto
D′(g)†D′(g)=1r⇒D′(g)†=D′(g)−1=D′(g−1),∀g∈G, (3.3.9)
ylarepresentaci´onD′(G)esunitaria.
Podremosgeneralizaresteresultadoalcasodegruposdeordeninﬁnitoenla
medidaenqueseaposibledeﬁnirsobreelosunpromediosimilaraldelaec.(3.3.4).
M´asadelanteveremosqueesoesposibleenelcasodelosgruposdeLiecompactos
(verSecci´on4.2)
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Teorema3.2.Todarepresentaci´onunitariareducibledeungrupoGescomple-
tamentereducible.
SeaD(G)unarepresentaci´onunitariadelgrupoG,deﬁnidasobreelespaciode
representaci´onE.SeaF′⊂Eunsubespacioinvariantefrentealaacci´ondelgrupo,
ylamemosF′asucomplementoortogonalenE.
Entonces,∀x′∈F′y∀x′∈F′,ydadoqueD(g)x′∈F′,∀g∈G,tenemosque
0=(x′,D(g)x′)=(D(g)†x′,x′)=(D(g−1)x′,x′),∀g−1∈G. (3.3.10)
Porlotanto,
D(g)x′⊥F′,∀x′∈F′y∀g∈G, (3.3.11)
demodoqueelsubespacioF′tambi´enesinvariantefrentealaacci´ondeG.
Corolario3.2.1.Todarepresentaci´onunitariareducibledeungrupoGpuede
expresarsecomosumadirectaderepresentacionesunitariasirreducibles.
Estosimpliﬁcaelproblemadehalarlasrepresentacionesm´asgeneralesdeun
grupodeordenﬁnito(ytambi´en,comoveremos,delosgruposdeLiecompactos,
quesondeordeninﬁnito),puesbastaconidentiﬁcarsusrepresentacionesunitarias
irreduciblesytomarsumasdirectasde´estasparaconstruirunrepresentantedecada
clasederepresentacionesequivalentesdelgrupo.
3.4. Relacionesdeortogonalidadparagruposdeordenﬁnito
Consideremosprimerodosrepresentacionesmatricialesirreduciblesnoequiva-
lentesdeungrupoGdeordenﬁniton,quelamaremosD(α)(G)yD(β)(G),de
dimensi´onrαyrβrespectivamente.
SeaAlamatrizdedimensi´onrα×rβdeﬁnidapor
A:=∑
g∈G
D(α)(g)BD(β)(g−1), (3.4.1)
dondeBesciertamatrizderα×rβqueespeciﬁcaremosm´astarde.
LamatrizAsatisfacelarelaci´on
D(α)(h)A=∑g∈GD(α)(h)D(α)(g)BD(β)(g−1)=
=∑g∈GD(α)(h·g)BD(β)
((h·g)−1)D(β)(h)=AD(β)(h),
(3.4.2)
∀h∈G.Entonces,porelLemadeSchur(verLema3.1),resultaqueA=O,
cualquieraquesealamatrizB.
LamatrizBesunelementodeunespaciolinealdedimensi´onrα×rβ,quepuede
sergeneradoporlabasedematricesBklcuyoselementosdematrizest´andadospor
(Bkl)ij=δikδjl,1≤i,k≤rα,1≤j,l≤rβ. (3.4.3)
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Enesascondiciones,vemosquelasmatricesdelasrepresentacionesconsideradas
satisfacenlasrelaciones(independientes)
∑
g∈G
D(α)ik(g)D(β)lj(g−1)=0, (3.4.4)
paratodoi,k=1,...,rαyparatodoj,l=1,...,rβ.
ConsideremosahoraelcasoenqueD(β)(G)=D(α)(G).PorelTeoremadeSchur
(verLema3.2),Adebeserproporcionalalamatrizidentidad,A∼1rα,cualquiera
queseaB.
Entonces,siparaB=BklesA=λαkl1rα,con1≤k,l≤rα,tenemosque∑
g∈G
D(α)ik(g)D(α)lj(g−1)=λαklδij. (3.4.5)
Paradeterminarlosvaloresdelasconstantesλαklpodemostomarj=ienla
anteriorigualdad,ysumarsobrei=1,...,rα,paraobtener
∑
g∈G
(D(α)(g−1)D(α)(g))lk=
∑
g∈G
δlk=nδlk=λαklrα⇒λαkl= nrαδlk. (3.4.6)
Porlotanto, ∑
g∈G
D(α)ik(g)D(α)lj(g−1)=nrαδlkδij. (3.4.7)
Podemosescribirdemaneracondensadalasecuaciones(3.4.4)y(3.4.7)como
∑
g∈G
D(α)ik(g)D(β)lj(g−1)=nrαδlkδijδ
αβ. (3.4.8)
Silasrepresentacionesconsideradassonunitariastenemosque
D(β)lj(g−1)=D(β)jl(g)
∗ (3.4.9)
demaneraque(3.4.8)sereducealasrelacionesdeortogonalidad
∑
g∈G
D(α)ik(g)D(β)jl(g)
∗= nrαδijδlkδ
αβ. (3.4.10)
Estasrelacionestienenlasiguienteinterpretaci´on:sideﬁnimosvectoresden
componentesidentiﬁcadasporloselementosdelgrupo,araz´ondeunvectorpor
cadaelementodematrizdecadarepresentaci´ondeunconjuntoderepresentaciones
unitariasirreduciblesnoequivalentes,
d(α)ik:=


D(α)ik(g1)
D(α)ik(g2)..
D(α)ik(gn)

∈C
n, (3.4.11)
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entoncesesosvectoressonnonulosyortogonalesentres´ı(enelsentidodelproducto
escalarusualenelespacioeucl´ıdeodelasn-´uplascomplejas),
d(α)ik
†d(β)jl = nrαδijδlkδ
αβ. (3.4.12)
Comoesosvectoressonlinealmenteindependientes,sun´umero,σ,nosuperala
dimensi´ondeeseespacio.Enconsecuencia,s´oloesposibleseleccionarunn´umero
ﬁnitoderepresentacionesunitariasirreduciblesnoequivalentesentres´ıysusdimen-
sionesdebensatisfacerque
σ∑
α=1
rα2≤n=#G. (3.4.13)
Estodemuestraelsiguienteteorema.
Teorema 3.3.Eln´umerodeclasesdeequivalenciaderepresentacionesirre-
duciblesdeungrupodeordenﬁnitoesﬁnito,ylasumadeloscuadradosdesus
dimensionesnosuperaalordendelgrupo1.
Tambi´enpodemosobtenerunconjuntodecondicionessobreloscaracteresenlas
distintasclasesdeequivalenciaderepresentacionesirreduciblestomandolastrazas
delasmatricesenlaec.(3.4.10),
∑
g∈G
D(α)kk(g)D(β)l (g)
∗=∑
g∈G
χ(α)(g)χ(β)(g)∗= nrαrαδ
αβ. (3.4.14)
TeniendoencuentaqueloselementosdeGpuedenserorganizadosenclasesde
elementosconjugados,Ki⊂G,coni=1,2,...,s,demodoqueG=∪si=1Kicon
Ki∩Kj=∅parai̸=j,yqueloscaracteresenunarepresentaci´onsonunapropiedad
decadaclase,podemosescribir(3.4.14)como
s∑
i=1
∑
g∈Ki
χ(α)(g)χ(β)(g)∗=
s∑
i=1
niχ(α)i χ(β)i
∗=nδαβ, (3.4.15)
dondenieselordendelai-´esimaclase,ni=#Ki,yχ(α)i eselcar´actercom´una
todosloselementosdelaclaseKienlarepresentaci´onD(α)(G),χ(α)i =χ(α)(g)=
tr{D(α)(g)}cong∈Ki.
Enconsecuencia,podemosdeﬁnirlosvectoresdecaracteresdecadaclasede
representacionesirreducibles,
c(α)=


√n1nχ(α)1√n2nχ(α)2..√nsnχ(α)s

∈C
s,α=1,...,σ, (3.4.16)
1M´asadelantemostraremosqueestosdosn´umerossoniguales.
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losque,deacuerdocon(3.4.15),sonortonormales2,
c(α)†c(β)=δαβ. (3.4.17)
Comoesosvectoressonlinealmenteindependientes,esteresultadopruebaelsi-
guienteteorema.
Teorema3.4.Eln´umerodeclasesdeequivalenciaderepresentacionesirredu-
ciblesdeungrupodeordenﬁnitoGnosuperaaln´umerodeclasesdeelementos
conjugadosenenelgrupo3.
3.5. Caracteressimples-TeoremadeBurnside
Losvectoresdecaracteresdelasclasesderepresentacionesirreduciblessedi-
censimples.Losvectoresdecaracteresderepresentacionesreducibles,lamados
caracterescompuestos,puedenexpresarseent´erminosdeloscaracteressimples.
Enefecto,si
D(G)=
σ⊕
α=1
aαD(α)(G),aα∈Z+, (3.5.1)
dondeσeseln´umerodeclasesdeequivalenciaderepresentacionesirreduciblesdel
grupoGyloscoeﬁcientesaαsonenterosnonegativos,entonces
χ(g)=tr{D(g)}=
σ∑
α=1
aαχ(α)(g),∀g∈G. (3.5.2)
Enconsecuencia,
χi=
σ∑
α=1
aαχ(α)i ,i=1,...,s,conaα∈Z+, (3.5.3)
demodoqueloscaracterescompuestospuedenexpresarsecomocombinacionesli-
nealesdeloscaracteressimplesconcoeﬁcientesenterosnonegativos.
Dadounvectordecaracterescompuestoχi,esposibledeterminarloscoeﬁcientes
aαdelacombinaci´onlinealen(3.5.3)empleandolasrelacionesdeortogonalidadde
laecs.(3.4.15).Enefecto,
s∑
i=1
ni
nχiχ
(α)
i
∗=
σ∑
β=1
aβ
s∑
i=1
ni
nχ
(β)
i χ(α)i
∗=
σ∑
β=1
aβδαβ=aα. (3.5.4)
2EnlosgruposdeLiecompactos(gruposcontinuosdeordeninﬁnito)esposibleestablecer
condicionesdeortogonalidadparaloscaracteressimilaresa(3.4.15)apartirdelaintroducci´onde
ciertamedidadeintegraci´onsobreelgrupo.
3M´asadelantemostraremosqueestosdosn´umerossoniguales.
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Elcuadradodelanormadeunvectordecaracterescompuestocomoen(3.5.3)
resultaserlasumadeloscuadradosdeloscoeﬁcientesaα:
s∑
i=1
ni
nχiχi
∗=
σ∑
α=1
aα
s∑
i=1
ni
nχiχ
(α)
i
∗=
σ∑
α=1
aα2. (3.5.5)
Estopermiteestableceruncriteriodereducibilidadderepresentacionesbasado
ensuscaracteres.
Enefecto,silarepresentaci´onesirreducible,entonceslasumaenelmiembrode
laderechade(3.5.3)tieneun´unicot´erminoconcoeﬁcienteaα=1,demodoque
s∑
i=1
ni
nχiχi
∗=1. (3.5.6)
Engeneral,
s∑
i=1
ni
nχiχi
∗=p∈N. (3.5.7)
Sip=2(´o3),entonceslarepresentaci´onconsideradaessumadirectadedos
(resp.tres)representacionesirreduciblesnoequivalentesentres´ı.
Sip=4existendosposibilidades:larepresentaci´onessumadirectadecuatro
representacionesirreduciblesnoequivalentesentres´ı,p=1+1+1+1,obienes
sumadirectadedosrepresentacionesirreduciblesequivalentes,p=22.
Mostraremosenloquesiguequeeln´umerodeclasesderepresentacionesirredu-
ciblesdeungrupoGdeordennesigualaln´umerodeclasesdeelementosconjugados
enG,σ=s,yquelasumadeloscuadradosdesusdimensionesesigualalorden
delgrupo,∑sα=1rα2=n.
ParaelorecurriremosalTeoremadeCayley,queestablecequetodogrupode
ordennesisomorfoaunsubgruporegulardelgrupodepermutacionesSn.En
particular,lasmatricescorrespondientesaesesubgrupoenlarepresentaci´onde
deﬁnici´ondeSn(queesﬁel-verSecci´on1.2)ofreceunarepresentaci´onmatricial
ﬁeldedimensi´onnparaG,Dreg(G),quelamaremosrepresentaci´onregularde
G.
Portratarsedepermutacionesregulares(que,salvolaidentidad,nodejanele-
mentosinvariantes),estasmatricestienencerosenladiagonalprincipal,conlasola
excepci´ondelamatrizidentidad.Porlotanto,loscaracteresenlarepresentaci´on
regulardeGson
χreg(e)=n, χreg(g)=0,∀g̸=e. (3.5.8)
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Larepresentaci´onregulardeGesreducible(sielgrupoesnotrivial),dadoque
lanormadesuvectordecaractereses
s∑
i=1
ni
nχ
reg
i χregi ∗=1nn
2=n>1. (3.5.9)
Enconsecuencia,elapodr´adescomponersecomounasumadirectaderepresenta-
cionesirreducibles,
Dreg(G)=
σ⊕
α=1
aαD(α)(G). (3.5.10)
Aplicadolaec.(3.5.4)obtenemosloscoeﬁcientesdeesadesarrolo,
aα=
s∑
i=1
ni
nχ
reg
i χ(α)i
∗=1nχ
reg(e)χ(α)(e)∗=1nnrα=rα, (3.5.11)
donderαesladimensi´ondelasrepresentacionesenlaα-´esimaclasederepresenta-
cionesirreducibles.
Deesemodo,larepresentaci´onregulardeGcontiene(ensudescomposici´oncomo
sumadirecta)unn´umeroderepresentantesdelaα-´esimaclasedeequivalenciade
representacionesirreduciblesigualaladimensi´ondesusespaciosderepresentaci´on,
rα.
Finalmente,teniendoencuentaque
n=χreg(e)=
σ∑
α=1
aαχ(α)(e)=
σ∑
α=1
aαrα=
σ∑
α=1
rα2, (3.5.12)
probamoselsiguienteteorema:
Teorema3.5.(deBurnside)4Lasumadeloscuadradosdelasdimensiones
(delespacioderepresentaci´ondeunelemento)decadaclasedeequivalenciade
representacionesirreduciblesesigualalordendelgrupo,
σ∑
α=1
rα2=n=#G. (3.5.13)
Enefecto,lacotaestablecidaenlaec.(3.4.13)implicaquenoexistenotrasre-
presentacionesirreduciblesquelascontenidasenlarepresentaci´onregulardelgrupo.
4WiliamBurnside(1852-1927).
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Estoimplica,enparticular,quelosvectoresd(α)ik deﬁnidosenlaec.(3.4.11)
formanunabaseortogonaldeCn.Entonces,cualquierfunci´ondeﬁnidasobreG,


f(g1)
f(g2)..
f(gn)

∈C
n (3.5.14)
puedeserdesarroladaenesabase,demodoque
f(g)=
σ∑
α=1
rα∑
i,k=1
CαikD(α)ik(g), ∀g∈G, (3.5.15)
paraciertasconstantesCαik.
Consideremosahoraunafunci´ondeclase,esdecir,unafunci´ondeﬁnidaso-
breGquetomaelmismovalorsobretodosloselementosdeunamismaclasede
elementosconjugados,
f(g)=fi,∀g∈Ki,coni=1,2,...,s. (3.5.16)
Porsimilitudconladeﬁnici´ondelosvectoresdecaracteres(verec.(3.4.16)),esta
funci´ondeﬁneunvectordeCs,


√n1nf1√n2nf2..√nsnfs

∈C
s. (3.5.17)
Unafunci´onconesaspropiedadessatisface
f(g)=f(h·g·h−1)=1n
∑
h∈G
f(h·g·h−1), (3.5.18)
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ycomof(g)tambi´enpuedeserdesarroladacomoen(3.5.15)podemosescribir
nf(g)=∑
h∈G
σ∑
α=1
rα∑
i,k=1
CαikD(α)ik(h·g·h−1)=
=∑
h∈G
σ∑
α=1
rα∑
i,k,j,l=1
CαikD(α)ij(h)D(α)jl(g)D(α)lk(h−1)=
=
σ∑
α=1
rα∑
i,k,j,l=1
CαikD(α)jl(g)
∑
h∈G
D(α)ij(h)D(α)lk(h−1)=
=
σ∑
α=1
rα∑
i,k,j,l=1
CαikD(α)jl(g)nrαδikδjl=
=n
σ∑
α=1
{
1
rα
rα∑
k=1
Cαkk
}
χ(α)(g),∀g∈G,
(3.5.19)
dondehemosusadolasrelacionesdeortogonalidaddelaec.(3.4.8).
Porlotanto,todafunci´ondeclase(enlaformadadaen(3.5.17))puedeser
desarroladacomounacombinaci´onlinealdelosσvectoresdecaracteressimples
c(α)(dadosenlaec.(3.4.16)),quesonortonormales(verec.(3.4.17)).
PeroestorequierequeloscaracteressimplesgenerentodoelespacioCs,loque
implicaquesun´umero(unoporcadaclasedeequivalenciaderepresentaciones
irreducibles)debecoincidirconeln´umerodeclasesdeelementosconjugadosenG.
Esdecir,σ=s.
Estopruebaelsiguienteteorema:
Teorema3.6.Eln´umerodeclasesdeequivalenciaderepresentacionesirredu-
ciblesdeungrupodeordenﬁnitoGcoincideconeln´umerodeclasesdeelementos
conjugadosenG.
ComoconsecuenciadelosTeoremas3.5y3.6,podemosconstruirunatablade
caracteresparaungrupoGdeordennconsclasesdeelementosconjugados,
G K1 K2 ... Ks
D(1) χ(1)1 χ(1)2 ... χ(1)s
D(2) χ(2)1 χ(2)2 ... χ(2)s.. .. .. ... ..
D(s) χ(s)1 χ(s)2 ... χ(s)s
(3.5.20)
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dondelasentradasdelatablasonlas(clasesdeequivalenciade)representaciones
irreduciblesnoequivalentesentres´ı,ylasclasesdeelementosconjugadosrespecti-
vamente.Adem´as,lasdimensionesdelasrepresentacionesirreduciblessatisfacen
s∑
α=1
rα2=
s∑
α=1
(
χ(α)1
)2=n. (3.5.21)
Laα-esimaﬁladelatablacorrespondealvectordecaracteresc(α)deﬁnidoen
(3.4.16),amenosdeunfactor√nin enlai-esimacomponente,parai=1,...,s.
Comolosvectoresc(α)sonortonormales,conelospuedeconstruirseunamatriz
unitaria,
U:=
(
c(1) c(2) ... c(s)
)
,conU†U=1s. (3.5.22)
Peroentoncestambi´enesUU†=1s,loqueimplicaquelosvectores
bi:=
√ni
n


χ(1)i
χ(2)i..
χ(s)i

, 1=1,...,s, (3.5.23)
tambi´ensonortonormales.
Estosigniﬁcaquelascolumnasdelatabladecaracteressonortogonalesentre
s´ıydenormanni, s∑
α=1
χ(α)i
∗χ(α)k =nniδik, 1≤i,k≤s. (3.5.24)
Estasigualdadesconstituyenunconjuntodes(s+1)2 condicionessobreloscaracteres,
equivalentesalascondicionesdeortogonalidaddelaec.(3.4.15).
Ejemplo3.2.EnungrupoabelianoGdeordenn,cadaelementoformauna
clasepors´ımismo.Entonces,s=n,ytenemosque
n∑
α=1
rα2=n, (3.5.25)
donderα≥1.Porlotanto,rα=1,paratodoα=1,...,n,yelgrupotienen
representacionesirreduciblesnoequivalentesunidimensionales.
Porotraparte,comon<∞,todoelementoa∈Gesdeordenﬁnito,esdecir,
ak = e,paraalg´unk∈N.Entonces,lamatriz correspondienteenlaα-´esima
representaci´onirreducible,D(α)(a)=χ(α)(a),estalqueχ(α)(a)k=1⇒ D(α)(a)=
χ(α)(a)=k√1,yloscaracteressontodosra´ıcesdelaunidad.
Paraelgrupoc´ıclicodeordenngeneradopora,isomorfoaZn,lasrepresenta-
cionesirreduciblesnoequivalentesest´ancaracterizadaspor
χ(α)(a)=D(α)(a)=ei2πn α, α=1,...,n. (3.5.26)
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Enparticular,α=ncorrespondealarepresentaci´ontrivial.
Ejemplo3.3.YahemosvistoqueelgrupoS3(deorden#S3=3!=6)contiene
tresclasesdeelementosconjugados,
K1= , K2= , K3= , (3.5.27)
con#K1=1,#K2=2,#K3=3.Entonces,S3tienetresrepresentacionesirredu-
ciblesnoequivalentes,cuyasdimensionessatisfacen
r12+r22+r32=6, (3.5.28)
ecuaci´onquetieneporu´nicasoluci´on(con1≤r1≤r2≤r3)ar1=r2=1,
r3=2.Esdecir,estegrupotienedosrepresentacionesunidimensionales(latrivial
ylaalternada)yunarepresentaci´onbidimensionalirreduciblesynoequivalentes
entres´ı.
Esainformaci´onessuﬁcienteparaconocerloselementosdelatabladecaracteres
correspondientesalasdosprimerasﬁlasyalaprimeracolumna.Losdoselementos
restantespuedensercalculadosf´acilmentehaciendousodelaortogonalidaddelas
columnas,paraobtenerﬁnalmente5
S3 K1 K2 K3
D(1) 1 1 1
D(2) 1 1 −1
D(3) 2 −1 0
(3.5.31)
Ejemplo3.4.Consideremoslarepresentaci´ondedeﬁnici´ondelgrupodeper-
mutacionesS3:
M(e)=


1 0 0
0 1 0
0 0 1

, M(a)=


0 1 0
0 0 1
1 0 0

, M(α)=


1 0 0
0 0 1
0 1 0

, (3.5.32)
5Dadoquelasrepresentacionesirreduciblesdeungrupodeordenﬁnitoest´ancontenidasen
surepresentaci´onregularunn´umerodevecesigualasudimensi´on,estudiandolossubespacios
invariantesdeestarepresentaci´onpuededeterminarseunconjuntorepresentativodeesasclasesde
equivalencia.
Poresav´ıaseencuentra,porejemplo,que
D(3)(e)=
(1 0
0 1
)
, D(3)(a)=
( 0 1
−1 −1
)
, D(3)(α)=
( 1 0
−1 −1
)
, (3.5.29)
cuyastrazasson
χ(3)1 =2, χ(3)2 =−1, χ(3)3 =0, (3.5.30)
encoincidenciaconlatablaen(3.5.31).
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etc.Loscorrespondientescaracteresson
χ(e)=χ1=3, χ(a)=χ2=0, χ(α)=χ3=1. (3.5.33)
Enconsecuencia,teniendoencuentaquelaγ-´esimarepresentaci´onirreducibledeS3
est´acontenidaenestarepresentaci´onunn´umerodevecesaγdadopor
6aγ=1χ1χ(γ)1 +2χ2χ(γ)2 +3χ3χ(γ)3 , (3.5.34)
delatabla(3.5.31)obtenemosdeinmediatoque
a1=1, a2=0, a3=1. (3.5.35)
Porejemplo,podemosdiagonalizarlamatrizM(a)seg´unA−1M(a)A,dondeA
eslamatrizformadaporlosautovectoresdelaprimera,
A=


−1−i√32 −1+i
√3
2 1
−1+i√32 −1−i
√3
2 1
1 1 1

. (3.5.36)
Esatransformaci´ondesimilitudponeenevidenciaambossubespaciosinvariantes,
identiﬁc´andosef´acilmentelarepresentaci´ontrivialylarepresentaci´onbidimensional
D(3)cuyasmatricesresultan
D(3)(e)=
(
1 0
0 1
)
, D(3)(a)=
(
−1−i√32 0
0 −1+i√32
)
,
D(3)(b)=
(
−1+i√32 0
0 −1−i√32
)
, D(3)(α)=
(
0 −1−i√32
−1+i√32 0
)
,
D(3)(β)=
(
0 −1+i√32
−1−i√32 0
)
, D(3)(γ)=
(
0 1
1 0
)
(3.5.37)
ElcasodelgrupoS3esparticularmentesimple,porquelascondicionesquehemos
deducido,juntoconalgunainformaci´onadicionalquetenemosacercadelgrupo,nos
permitedeterminarcompletamentesutabladecaracteres.
Peroenelcasodegruposdemayorordenesonoser´aposibleengeneral,porque
mientrasqueeln´umerodeloselementosdelatabladecaracterescrececomos2,el
n´umerodecondicionesdeortogonalidadcreces´olocomos22.
Noobstante,enlapr´oximasecci´onveremosqueexistencondicionesadicionales
sobreloscaracteressimplesquesonsuﬁcientesparadeterminarcompletamentesu
tabladecaracteres.
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3.6. A´lgebraasociadaaungrupodeordenﬁnito
Ela´lgebraasociadaaungrupoGdeordenﬁnitonesunespaciovectorialcom-
plejodedimensi´onn,cuyosvectorespuedenserrepresentadoscomosumasformales
∑
g∈G
agg, conag∈C, (3.6.1)
queest´aestructuradoconlasoperacionesdesuma
∑
g∈G
agg+
∑
g∈G
bgg:=
∑
g∈G
(ag+bg)g (3.6.2)
yproducto(bilineal,asociativoy,engeneral,noconmutativo6)
∑
g∈G
agg·
∑
h∈G
bhh:=
∑
g′∈G
∑
h∈G
ag′bh(g′·h)=
∑
g∈G
{∑
h∈G
ag·h−1bh
}
g. (3.6.4)
Consideremosenel´algebradeGloselementosdelaforma
κi:=
∑
g∈Ki
g, i=1,2,...,s. (3.6.5)
Estoes,losvectoresconcomponentesag=1parag∈Kiyag=0entodootro
caso.Enparticular,κ1=e.
Estosvectoressoninvariantesporconjugaci´on,
h·κi·h−1=
∑
g∈Ki
h·g·h−1=∑
g′∈Ki
g′=κi, (3.6.6)
dadoquelaconjugaci´onporunelementoﬁjoh∈Gesunaplicaci´onbiun´ıvocadeKi
enesamismaclase.Estapropiedadhacequedichoselementosdel´algebraconmuten
entres´ı,
κi·κj=
∑
g∈Kj
κi·g=
∑
g∈Kj
g·g−1·κi·g=κj·κi, ∀i,j=1,...,s. (3.6.7)
Porsuparte,elproductodedosdetaleselementos,
κiκj=
∑
g∈Ki
∑
h∈Kj
g·h, (3.6.8)
estambi´eninvarianteporconjugaci´on,
h·κi·κj·h−1=h·κi·h−1·h·κj·h−1=κi·κj. (3.6.9)
6Enefecto,lamandof=g·h−1,elcoeﬁcienteenlasumadelmiembrodeladerechade(3.6.4)
seescribecomo ∑
h∈G
ag·h−1bh=
∑
f∈G
afbf−1·g≠
∑
f∈G
bg·f−1af (3.6.3)
sielgrupoesnoAbeliano.
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Enconsecuencia,loselementosdeGenelproductoκi·κjdebenaparecersumados
sobreclasesconjugadascompletas,todoselosenunadadaclaseasociadosaun
mismocoeﬁciente:
κi·κj=
s∑
k=1
cijkκk, (3.6.10)
dondeloscoeﬁcientescijkest´andeterminadosporlaleydecomposici´onenG,son
sim´etricosenelprimerparde´ındices,cjik=cijk,ytomanvaloresenterosnonega-
tivos.
Consideremosahoraunarepresentaci´onirreducibledelgrupoG,D(G).Elanos
proveedeunarepresentaci´onmatricialparael´algebradeG,
∑
g∈G
agg−→
∑
g∈G
agD(g), (3.6.11)
dondelasumayelproductoporn´umerossonlasoperacionesusualessobrematrices.
Enefecto,paraelproductodedosvectorestenemos
∑
g∈GagD(g)
∑
h∈GbhD(h)=
∑
g∈G
∑
h∈GagbhD(g·h)=
=∑g∈G
{∑
h∈Gag·h−1bh
}D(g),
(3.6.12)
encoincidenciacon(3.6.4).
Enparticular,si
κi−→Di=
∑
g∈Ki
D(g), (3.6.13)
entoncesde(3.6.10)obtenemos
DiDj=
s∑
k=1
cijkDk, (3.6.14)
dondeloscoeﬁcientescijknodependendelarepresentaci´on.
Porotraparte,
D(g)DiD(g−1)=
∑
h∈Ki
D(g)D(h)D(g−1)=∑
h′∈Ki
D(h′)=Di, (3.6.15)
demodoque
D(g)Di=DiD(g), ∀g∈G. (3.6.16)
Porlotanto,porelLemadeSchur,debeserDi=λi1r,siresladimensi´ondela
representaci´onconsiderada.
Paradeterminarlaconstantedeproporcionalidadtomamoslatraza
tr{Di}=
∑
g∈Ki
χ(g)=niχi=rλi⇒ λi=nirχi. (3.6.17)
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Entonces,de(3.6.14)obtenemos
λiλj1r=
s∑
k=1
cijkλk1r ⇒ ninjr2 χiχj=
s∑
k=1
cijknkrχk, (3.6.18)
donder=χ1esladimensi´ondelarepresentaci´on.
Porlotanto,loscaracteressimplesdeungrupodeordenﬁnitoGconsclases
deelementosconjugadossatisfacenlasrelaciones
ninjχ(α)i χ(α)j =χ(α)1
s∑
k=1
cijknkχ(α)k ,para1≤i≤j≤s, (3.6.19)
yparatodaslasclasesdeequivalenciaderepresentacionesirreduciblesdeG,α=
1...,s.
Estasigualdadesimponens×s(s+1)2 condicionessobreloss2caracteressimples.No
obstante,elasnosonincompatibles,sinoquesonengranmedidaredundantes(y,
asuvez,compatiblesconlascondicionesdeortogonalidad7),resultandosuﬁcientes
paradeterminarcompletamentelatabladecaracteresdelgrupo.
Ejemplo3.5.ParaelgrupoS3tenemos
κ1=e, κ2=a+b, κ3=α+β+γ. (3.6.22)
7Paraverqueestoesas´ıconsideremosrepresentacionesunitariasirreducibles,paralascuales
χ(α)(g)=χ(α)(g−1)∗,ylamemosKj′laclasequecontienealasinversasdeloselementosg∈Kj.
N´oteseque#Kj′=nj′=nj=#Kj.
Enesascondiciones,laec.(3.6.19)seescribecomo
ninj′χ(α)i χ(α)j′
∗=
s∑
k=1
cijknkχ(α)k χ(α)1
∗. (3.6.20)
Entonces,intercambiandoj↔ j′,sumandosobrelasclasesderepresentacionesirreduciblesy
empleandolasrelacionesdeortogonalidadensuforma(3.5.24)obtenemos
ninj∑sα=1χ(α)i χ(α)j
∗=ninjnniδij=nniδij=
=∑sk=1cij′knk
∑s
α=1χ(α)k χ(α)1
∗=∑sk=1cij′knk nn1δk1=ncij′1,
⇒cij′1=niδij.
(3.6.21)
Porotraparte,sabemosqueelcoeﬁcientecij′1esnonulos´olosienlaclaseKj′aparecenlos
elementosinversosdelosquepertenecenaKi(esdecir,sij′= i′⇒ j= i)y,enesecaso,
cij′1=ni,encoincidenciacon(3.6.21).
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Tomandoproductosentrelosvectoresdel´algebradelaformaκi,i=1,...,s,obte-
nemosloscoeﬁcientescijk.Porejemplo,
κ22=(a+b)·(a+b)=a2+a·b+b·a+b2=
=b+e+e+a=2κ1+κ2,
κ2·κ3=(a+b)·(α+β+γ)=2κ3=κ3·κ2,
κ32=(α+β+γ)2=3κ1+3κ2,etc.
Resultaendeﬁnitiva
c111=1,c122=1,c133=1,
c221=2,c222=1,c223=0,
c231=0,c232=0,c233=2,
c321=0,c322=0,c323=2,
c331=3,c332=3,c333=0,
(3.6.23)
siendonuloselrestodeloscoeﬁcientes.
Conocidosestoscoeﬁcientes,apartirde(3.6.19)puedeplantearseunconjunto
deecuacionesindependientesqueseansuﬁcientesparadeterminarcompletamente
latabladecaracteressimples(3.5.31)(hacerlocomoejercicio!).
3.7. Productodirectoderepresentaciones
Dadaunarepresentaci´onmatricialD(G)deungrupoG,puedeconstruirseuna
nuevarepresentaci´ontomandolascomplejasconjugadasdelasmatricesdeD(G)8.
Enefecto,
D(g1)∗D(g2)∗={D(g1)D(g2)}∗=D(g1·g2)∗,∀g1,g2∈G. (3.7.1)
Estaeslarepresentaci´onconjugada,quepuedeonoserequivalenteaD(G).
Otraformadegenerarnuevasrepresentacionesdeungrupoapartirdealgu-
nasconocidasconsisteentomarelproductodirectodee´stas,procedimientoque
describimosacontinuaci´on.
SeanE(α)yE(β)losespaciosdedosrepresentacionesdeungrupoG,D(α)(G)y
D(β)(G),dedimensi´onrα=ryrβ=r′respectivamente.
Supongamosquelosespaciosderepresentaci´onE(α)yE(β)est´engeneradospor
losconjuntoscompletos{e1,...,er}y{e′1,...,e′r′}respectivamente,demodoque
8Tambi´enseobtieneunarepresentaci´ontomandolastraspuestasdelasinversasdelasmatrices,
D(g−1)t.
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losvectoresenesosespaciostienendesarrolosdelaforma
x=xiei∈E(α), y=yje′j∈E(β), (3.7.2)
conxi,yj∈C.
Referidosaesasbases,losoperadoresdelasrepresentacionesact´uanseg´un
D(α)(g)x=(D(α)kl(g)xl
)ek, D(β)(g)y=(D(β)kl(g)yl
)e′k. (3.7.3)
Elespacioproductodirectooproductotensorial,E(α)⊗E(β),esunespacio
linealdedimensi´onr×r′generadoporunabasequedenotaremospor{ei⊗e′j,1≤
i≤r,1≤j≤r′}.Unvectorarbitrariodeeseespaciotieneundesarrolodela
formaz=zijei⊗e′j,demodoquesuscomponentesformanunamatrizder×r′.
Dadosdosvectorescomoen(3.7.2),suproductotensorialeselvectorz=x⊗y:=
xiyjei⊗e′j∈E(α)⊗E(β).
Larepresentaci´onproductodirecto,(D(α)⊗D(β))(G),esunarepresentaci´on
matricialdelgrupoGcuyoespacioderepresentaci´onesE(α)⊗E(β),sobreelque
act´uaseg´un
(D(α)⊗D(β))(g)z=
{[(D(α)⊗D(β))(g)]ij,klzkl
}
ei⊗e′j, (3.7.4)
donde
[(D(α)⊗D(β))(g)]ij,kl=D(α)ik(g)D(β)jl(g). (3.7.5)
Efectivamente,setratadeunhomomorﬁsmo,porqueparaelproductodedos
operadorescualesquieratenemos
[(D(α)⊗D(β))(g1)(D(α)⊗D(β))(g2)]ij,kl=
=[(D(α)⊗D(β))(g1)]ij,uv
[(D(α)⊗D(β))(g2)]uv,kl=
=D(α)iu(g1)D(β)jv(g1)D(α)uk(g2)D(β)vl(g2)=
=D(α)ik(g1·g2)D(β)jl(g1·g2)
=[(D(α)⊗D(β))(g1·g2)]ij,kl, ∀i,j,k,l,∀g1,g2∈G.
(3.7.6)
Elproductodirectoderepresentacionesunitariasestambi´enunarepresentaci´on
unitaria.Enefecto,seanD(α)(G)yD(β)(G)dosrepresentacionesunitariasdeG.
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Entonces [(D(α)⊗D(β))(g)]kl,ij∗=D(α)ki(g)
∗D(β)lj(g)
∗
=D(α)ik(g−1)D(β)jl(g−1)=
[(D(α)⊗D(β))(g−1)]ij,kl.
(3.7.7)
Lema3.3.Loscaracteresdelarepresentaci´onproductodirectoD(α⊗β)(G):=(D(α)⊗D(β))(G)est´andadosporelproductodeloscaracteresdeD(α)(G)yD(β)(G).
Enefecto,
χ(α⊗β)(g)=tr{(D(α)⊗D(β))(g)}=[(D(α)⊗D(β))(g)]ij,ij=
=D(α)ii(g)D(β)jj(g)=χ(α)(g)χ(β)(g).
(3.7.8)
Engeneral,larepresentaci´onD(α⊗β)(G)noser´airreducible.Conocidoslosca-
racteressimples,podremosidentiﬁcarlasrepresentacionesirreduciblescontenidasen
D(α⊗β)(G)empleandolascondicionesdeortogonalidadparavectoresdecaracteres.
Paraeloaplicamoslarelaci´ondeducidaen(3.5.4),
aγ=
s∑
i=1
ni
nχ
(α⊗β)
i χ(γ)i
∗=
s∑
i=1
ni
nχ
(α)
i χ(β)i χ(γ)i
∗, (3.7.9)
loquenospermitir´adeterminarladescomposici´ondeClebsh-Gordan9
D(α⊗β)(G)=
s⊕
γ=1
aγD(γ)(G), (3.7.10)
queexpresaelproductodirectocomosumadirectaderepresentacionesirreducibles.
Evidentemente,lasdimensionesdelasrepresentacionesen(3.7.10)debensatis-
facerlarelaci´on
rα⊗β=rαrβ=
s∑
γ=1
aγrγ. (3.7.11)
Bibliograf´ıa:
H.Bacry,Le¸conssurlaTh´eoriedesGroupesetlesSymm´etriesdesParticules
El´ementaires.GordonandBreach,NewYork,1967.
M.Hammermesh,GroupTheoryanditsApplicationstoPhysicalProblems.
CourierDoverPublications,1989.
E. Wigner,Grouptheory:anditsapplicationtothequantummechanicsof
atomicspectra.AcademicPress,NewYork,1959.
9AlfredClebsch(1833-1872).PaulGordan(1837-1912).
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Cap´ıtulo4
GRUPOSCONTINUOS
4.1. Gruposcontinuos
ConsideremoselgrupoO(3),cuyoselementossonlasmatricesrealesortogonales
de3×3,
R=


R11 R12 R13
R21 R22 R23
R31 R32 R33

, Rij∈R. (4.1.1)
CadamatrizR∈O(3)correspondeunpuntoenR9queyacesobreunahipersu-
perﬁciedeterminadaporlasseisecuacionesalgebraicas
RtR=13⇒RikRil=δkl,k≤l, (4.1.2)
loquedejas´olotrespar´ametrosrealesindependientes.Esahipersuperﬁciesuave,de
dimensi´on3,eslamadavariedaddelgrupoO(3).Esteesunejemploparticularde
grupocontinuo.
Engeneral,ungrupocontinuodenpar´ametros(reales)tienesuselementos
identiﬁcadosdemanerabiun´ıvocaconlospuntosdeunavariedadn-dimensional,
inmersaenRm (comm≥n)ydeterminadaporunconjuntodem−necuaciones
algebraicas.
Unaformadedescribirunahipersuperﬁciedeesetipoconsisteenestablecer
sistemasdecoordenadaslocales,queponganencorrespondenciaunoaunolos
puntosdelavariedadcontenidosenunaregi´onabiertadeRmconlospuntosdeuna
regi´onabiertadeRn.
Engeneralnoser´aposibleestablecerunu´nicosistemaglobaldecoordenadas,
sinoqueser´anecesariocubrirlavariedadconunconjuntodeabiertos,cadauno
consusistemalocaldecoordenadas,losquedeber´ansercompatibilizadosdando
larelaci´onentreunasyotrascoordenadasenlaregi´ondesuperposici´ondedos
abiertos.Estosconjuntosdeabiertosylasrelacionesentresuscoordenadasdescriben
laspropiedadesglobalesotopolog´ıadelavariedad.
Ejemplo4.1.laesferaS2⊂R3,determinadaporlaecuaci´onx2+y2+z2=1,
esunavariedadbidimensionalquepuedesercubiertacondosabiertos,entornosdel
polonorteydelpolosurrespectivamente,enlosquesepuedeestablecersistemas
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localesdecoordenadasmediantelaproyecci´onestereogr´aﬁca.Lospuntosdelaesfera
contenidosenunabandaalrededordelecuadortendr´anasignadascoordenadasen
unoyotrosistema,pudi´endoseescribiraunascomofuncionesdiferenciablesdelas
otras.
Ejemplo4.2.Enciertoscasosesposibleestablecerunu´nicosistemadecoor-
denadassia´elseagregaciertainformaci´onsobrelatopolog´ıadelavariedad.Por
ejemplo,lospuntossobreunacircunferenciaS1puedenserpuestosencorrespon-
denciabiun´ıvocaconlosdelsegmento[0,2π]siemprequeadem´asseidentiﬁquensus
extremos,2π≡0.
Engeneral,unavariedaddiferenciablen-dimensionalM podr´asercubierta
porunconjuntodeabiertosUp,entornosdeciertospuntosp∈ M,talesque
M =∪pUp.Encadaabiertotendremosunsistemalocaldecoordenadas,esdecir,
unaaplicaci´onϕp:Up→ Rnqueestableceunacorrespondenciabiun´ıvocaentre
lospuntosdelavariedadeneseentornoylosdeunaregi´onabiertadeRn(porlo
queM resultalocalmenteeucl´ıdea).Adem´as,siUp∩Uq≠∅,lascoordenadasx
asignadasporϕpaunpuntogen´ericodeesaintersecci´onser´anfuncionescontinuas
ydiferenciablesdelascoordenadasyqueleasignalaaplicaci´onϕqaesemismo
punto,x=(ϕp◦ϕ−1q
)(y).
Ungrupocontinuodedimensi´onnesunconjuntocuyoselementosest´anenco-
rrespondenciabiun´ıvocaconlospuntosdeunavariedaddiferenciablen-dimensional,
yqueadem´asseestructuracomoungruporespectodeciertaleydecomposici´on
asociativa,conneutroeinverso.Ambasestructurasest´anrelacionadasporelhecho
dequelacomposici´ondeelementosdelgrupo(descritaent´erminosdesistemas
localesdecoordenadasestablecidosenciertosentornosdecadaelemento)esuna
aplicaci´oncontinuasobrelavariedad.
Seana,b,c···∈G,elementosdeungrupocontinuo.Supongamosque,respecto
deciertossistemaslocalesdecoordenadas,ϕa(a)=α,ϕb(b)=β,ϕc(c)=γ,...En
esascondiciones,existenfuncionescontinuasΦ(quedependendelaelecci´ondelos
sistemaslocalesdecoordenadas)talesque,sic=a·b,entonces
γµ=Φµ(α,β), µ=1,2,...,n. (4.1.3)
Laspropiedadesdelaleydecomposici´ondelgruporequierenquesesatisfagan
lassiguientescondiciones.
a)Asociatividad:como
a·(b·c)=(a·b)·c⇒Φ(α,Φ(β,γ))=Φ(Φ(α,β),γ). (4.1.4)
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b)Existenciadelelementoneutro:seanε=ϕe(e),lascoordenadaslocalesdee;
entonces
e·a=a=a·e⇒Φ(ε,α)=α=Φ(α,ε). (4.1.5)
c)Existenciadelelementoinverso:seanα=ϕa−1(a−1),lascoordenadaslocales
delelementoinversodea;entonces
a−1·a=e=a·a−1⇒Φ(α,α)=ε=Φ(α,α). (4.1.6)
Ejemplo4.3.LoselementosdelgrupoO(2)sonmatricesortogonalesde2×2:
RtR=12.Suscuatroelementosdematriz(reales)est´anrelacionadosporlastres
condicionesRikRil=δkl,k≤l,loquedejaun´unicopar´ametrorealindependiente.
Porotraparte,detR=±1.Perolavariaci´ondeunpar´ametrocontinuonopuede
producirunadiscontinuidadeneldeterminante.
LasmatricesdeO(2)condetR=1puedenserrepresentadascomo
R(θ)=
(
cos(θ)−sin(θ)
sin(θ) cos(θ)
)
, (4.1.7)
dondeθ∈[0,2π).
Sea
S=
(
1 0
0 −1
)
=S−1, condetS=−1. (4.1.8)
Entonces,sidetR′=−1⇒ det(SR′)=1.Porlotanto,todoelementodeO(2)con
determinante−1puedeescribirsecomo
R′(θ)=SR(θ)=
(
cos(θ) −sin(θ)
−sin(θ)−cos(θ)
)
=R(−θ)S. (4.1.9)
LoselementosdeO(2)est´anentoncesun´ıvocamenteidentiﬁcadosporun´angu-
loyelsignodeldeterminante.Esinmediatoveriﬁcarquelacomposici´ondeele-
mentosdeestegrupoescontinuaenesepar´ametro.Porejemplo,R(θ1)R(θ2)=
R(θ1+θ2|mod2π).
Enconsecuencia,O(2)esungrupocontinuo,ysuvariedadasociadaest´acons-
tituidapordoscircunferenciasS1,unaparacadasignodeldeterminante.Enparti-
cular,elelementoneutroest´acontenidoenlahojadelavariedadcorrespondientea
detR(θ)=1,loquedeﬁnealsubgrupoSO(2).
Unavariedadsediceconexasidoscualesquieradesuspuntospuedenserunidos
porunacurvacontinuaqueyacesobrelamismavariedad.Lavariedaddeungrupo
continuopuedeestarconstituidaporm´asdeunacomponenteconexa.
Ungrupocontinuosediceconexosisuvariedadesconexa.
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Teorema4.1.LacomponenteconexadeungrupocontinuoGquecontieneal
elementoidentidad,e,constituyeunsubgrupoG0delamismadimensi´onqueG.
Enefecto,seana,b∈G0;entoncespuedevariarseconcontinuidadlascoordena-
dasdeesoselementos(eventualmentecambiandodesistemaslocalesdecoordenadas)
hastahacerloscoincidirconlaidentidad.Esdecir,haycaminossobrelavariedad
delgrupoquelevana→eyb→e.Comob·b−1=e,tambi´enb−1∈G0.
Enconsecuencia,comolaleydecomposici´onescontinua,esposiblecambiarcon
continuidadlascoordenadasdelproductoa·b−1demodoquea·b−1→a→e.Por
lotanto,a·b−1∈G0⇒G0esunsubgrupodeG.
Porotraparte,dimG0=dimG,puestoquelaparteconexadelavariedadque
contieneaetienelamismadimensi´onquelavariedadcompleta.
Teorema4.2.LacomponenteconexadeungrupocontinuoGquecontieneal
elementoidentidade,G0,esunsubgrupoinvariantedeG.
Seaa∈G0yseab∈G.Entoncesesposiblecambiarconcontinuidadlascoor-
denadasdelelementoconjugadob·a·b−1hastahacerlocoincidircone.Enefecto,
comoaseconectaconcontinuidadcone⇒b·a·b−1→b·e·b−1=e⇒b·a·b−1∈
G0,∀b∈G.
Ejemplo4.4.SO(2)esunsubgrupoinvariantedeO(2).
LascomponentesdelavariedaddeungrupocontinuoGnoconexasconla
identidadsonisomorfasaG0comovariedad.Enefecto,sead ∉G0,entoncesla
composici´oncondaizquierdaconstituyeunaaplicaci´onbiun´ıvocaentreG0yelcoset
d·G0.Estarelaci´onunoaunopermiteestablecersistemaslocalesdecoordenadas
quecubrencompletamenteaesahojadelavariedadapartirdelosabiertosque
cubrenaG0.Deeloresultaquetienenlamismatopolog´ıa.
ElgrupococienteG/G0,cuyoselementos(loscosetsconstruidosconG0)corres-
pondenalasdistintashojasdelavariedad,esungrupodiscreto1
G/G0={dk·G0|d1=e,dk ∉G0,parak=2,3,...}. (4.1.10)
Estopermitereducirelestudiodegruposcontinuosnoconexosalaconsideraci´on
delosgruposcontinuosconexos(ydelosgruposdiscretos).
SiG0esungrupocontinuoconexoyDesungrupodiscreto,buscamosreconstruir
ungrupocontinuonoconexocuyoselementosseandelaformadk·a,condk∈Dy
1Engeneral,siHesunsubgrupoinvariantedeungrupocontinuoG,ladimensi´ondelgrupo
cocientedim(G/H)=dimG−dimH,dadoqueloscosetsa·Hest´ancaracterizadosporesen´umero
depar´ametrosindependientes.
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a∈G0.Lacomposici´ondedosdetaleselementos
(dk·a)·(dl·b)=(dk·dl)·(d−1l ·a·dl)·b, (4.1.11)
donde(d−1l ·a·dl)∈G0,puestoque´esteesunsubgrupoinvariantedeG.Enconse-
cuencia,laconjugaci´onporelementosdelgrupodiscretoD,juntoconlasoperaciones
enDyG0,determinacompletamentelaspropiedadesdeG.
Ejemplo4.5.SeanG0=SO(2)yD={12,S}≈Z2(verecs.(4.1.7)y(4.1.8)).
Entonces,paraR(θ)∈SO(2)tenemosS−1R(θ)S=R(−θ).
4.2. Gruposconexos-GruposdeLie
ConsideremosunelementobdeungrupocontinuoconexoG.Existeunacurva
sobrelavariedaddelgrupoqueloconectaconcontinuidadconelelementoneutro
e.Sobredichacurvapodemosseleccionarelementosak,conk=0,1,...NyN
suﬁcientementegrande,talesque
a)a0=e,aN=b,
b)akyak+1 est´ancontenidosenunmismoabierto,demodoquepuedenser
referidosaunmismosistemalocaldecoordenadas,
c)∀k,losproductosak+1·a−1k est´ancontenidosenunmismoentornodela
identidad,demodoquepuedenserreferidosaunu´nicosistemalocalde
coordenadasestablecidoalrededordee.
Enesascondiciones,unelementoarbitrariob∈G(conexo)puedeescribirsecomo
lacomposici´ondeungrann´umerodeelementospr´oximosdelaidentidad,
b=(aN·a−1N−1)·(aN−1·a−1N−2)·...(a2·a−11)·(a1·a−10)·a0. (4.2.1)
Estomuestraquelaspropiedadeslocalesdelaleydecomposici´on,paraelementos
enunentornodelaidentidade,tambi´encontieneinformaci´onsobrelaspropiedades
globalesdelgrupo.
UngrupodeLie2esungrupocontinuoparaelcuallasfuncionesΦ(α,β),que
describenlaleydecomposici´onent´erminosdecoordenadaslocales,sonanal´ıticas
ensudominiodedeﬁnici´on.
Seana,bdoselementosdeungrupodeLieGcontenidosenunentornodela
identidad.Seac=a·b,ysupongamosquetodosesoselementossonsuﬁcientemente
pr´oximosdelaidentidadcomoparaquepuedanserreferidosaunmismosistema
localdecoordenadas:ϕe(e)=0,ϕe(a)=α,ϕe(b)=β,ϕe(c)=γ.Entonces,
γµ=Φµ(α,β) (4.2.2)
2MariusSophusLie(1842-1899).
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dondeenelsegundomiembroaparecenfuncionesanal´ıticasdetodassusvariables,las
quepuedenserdesarroladasenseriedeTaylor3dentrodesuc´ırculodeconvergencia.
Porlodichoanteriormente,loscoeﬁcientesdeesosdesarrolosnos´olopermiten
describirlocalmentelaleydecomposici´on,sinoquetambi´encontieneninformaci´on
sobrelaspropiedadesglobalesdelgrupo.
Ejemplo4.6.Lossiguientessonejemplosdegruposdelie:
ElgrupodedilatacionesenunespaciovectorialE,x→ ax,conx∈Ey
a∈R+\{0},esungrupodeLiededimensi´on1.Laleydecomposici´ones
anal´ıticaensusdosargumentos,Φ(a,b)=ab.
ElgrupodetraslacionesenRn,paraelcualx→ x+aesungrupodeLie
n-dimensionaldondelaleydecomposici´onesΦ(a,b)=a+b,anal´ıticaen
todossusargumentos.
Todoslosgruposdematricesquehemosdeﬁnidoanteriormentesongrupos
deLie.Porejemplo,siU ∈U(n)⇒ U†U = 1n.Estarelaci´onimpone
n+2n(n−1)/2=n2condiciones(reales),loquedejan2par´ametrosreales
independientesquedeterminanlamatrizU.EntoncesU(n)esungrupode
Liededimensi´onn2.
AlsubgrupoinvarianteSU(n)seleimponeadem´asquedetU=eiθ=1⇒
θ=0,loqueeliminaunpar´ametrorealadicional.Porlotanto,setratade
ungrupodeLiededimSU(n)=n2−1.
Similarmente,losgruposortogonalessongruposdeLiededimensi´ondimO(n)=
dimSO(n)=n2−{n+n(n−1)/2}=n(n−1)/2.
UngrupodeLiesedicesimplesinocontienesubgruposdeLiepropiosinva-
riantes.
UngrupodeLiesedicesemi-simplesinocontienesubgruposdeLiepropios
Abelianosinvariantes.
4.3. Propiedadesglobalesdegruposconexos-Primergrupode
homotop´ıa
ConsideremoslavariedaddelgrupoU(1),lacircunferenciaS1.Setratadeun
grupoconexo,peroexistendiversasformasnoequivalentesdeconectardoselementos
deU(1)medianteunacurvasobrelavariedad.Enefecto,partiendodelprimer
elemento,esposibledarnvueltasalacircunferencia,enunsentidooenelotro,
3BrookTaylor(1685-1731).
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antesdealcanzarelsegundoelemento.Esascurvassonnoequivalentesenelsentido
dequenoesposibledeformarconcontinuidad(sinsalirsedelavariedad)unade
elasenotraqued´eunn´umerodiferentedevueltassobrelacircunferencia.
Esanoci´onpuedehacersem´asprecisaintroduciendoelprimergrupodeho-
motop´ıa delavariedadM.Paraelo,consideremoslascurvascontinuassobrela
variedadqueempiezanyterminanenunmismopunto(esdecir,aplicacionesdela
circunferenciasobrelavariedad,π:S1→ M).
Sedicequedoscurvassonhomot´opicassiesposibledeformarunaenlaotra
demaneracontinua,mediantedesplazamientossobrelavariedad.Estoconstituye
unarelaci´ondeequivalenciaquepermitedeﬁnirclasesdeequivalenciadecurvas
homot´opicasoclasesdehomotop´ıa.
Dadoquetodaslacurvascomienzanyterminanenelmismopunto,esposible
deﬁnirunaoperaci´ondecomposici´onentreclasesdehomotop´ıa,dondeelresultado
delacomposici´ondedosclaseseslaclasequecontienealacurvaqueseobtienede
prolongarunacurvarepresentantedelaprimeraclaseponiendoacontinuaci´onde
elaunarepresentantedelasegundaclase.
Puedecomprobarsequeestaoperaci´onnodependedelascurvasrepresentantes
elegidasencadaclase.Tambi´enqueesaleydecomposici´on
a)esasociativa,
b)tieneunelementoneutroquecorrespondealaclasedecurvasquepueden
contraerseconcontinuidadaunpunto(curvashomot´opicamentenulas),
c)tieneuninversoparacadaclase,correspondientealaclasequecontienea
unacurvarepresentantedelaprimeraperorecorridaensentidoopuesto.
Enconsecuencia,respectodeesaleydecomposici´on,elconjuntodeclasesde
homotop´ıaseestructuracomoungrupo(discreto),Π1(M),lamadoprimergrupo
dehomotop´ıadelavariedad.
Sepuededemostrarqueelprimergrupodehomotop´ıadeungrupodeLieconexo
essiempreAbeliano(esdecir,noimportaenqu´eordensecomponganlascurvas),
yquenodependedelpuntosobrelavariedadqueseelijacomoorigendeelas
(demodoquesimplementepuedenconsiderarseclasesdecurvascerradassobreM
que,alosefectosdedeﬁnirunacomposici´on,selasdeformaconcontinuidadhasta
hacerlascoincidirenunpunto).
UnavariedadM sedicesimplementeconexasisuprimergrupodehomotop´ıa
estrivial,Π1(M)≈Z1.SiΠ1(M)esnotrivial,M esm´ultiplementeconexa.
Deacuerdoalaspropiedadesdesusvariedadesasociadas,losgruposdematrices
son:
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Grupo simplementeconexo m´ultiplementeconexo
GL(n,C) ⋆
SL(n,C) ⋆
GL(n,R) ⋆
SL(n,R) ⋆
SO(n) ⋆
U(n) ⋆
SU(n) ⋆
SO(1,1) ⋆
SO(n,1),n≥2 ⋆
Sp(2n,R) ⋆
Sp(2n,C) ⋆
Sp(n) ⋆
Enparticular,
Π1(SL(n,R))≈
{
Z,n=2
Z2,n>2
Π1(SO(n))≈
{
Z,n=2
Z2,n>2
Π1(Sp(2n,R))≈Z.
(4.3.1)
Ejemplo 4.7.ElgrupoO(2),queyahemosconsiderado,noesconexo.Su
componenteconexaeselsubgrupoSO(2),cuyavariedadesunacircunferencia
⇒Π1(SO(2))≈Z.Enefecto,lacomposici´ondedoscurvasquedannymvueltas
alrededordelacircunferenciarespectivamenteesuncurvaquedan+mvueltas,
conn,m∈Z.
Ejemplo4.8.LavariedaddelgrupoU(1)⊗U(1)esuntoro(o,equivalente-
mente,unrect´anguloconlospuntosopuestossobreelbordeidentiﬁcados).Estees
ungrupom´ultiplementeconexo,cuyogrupodehomotop´ıaesΠ1(U(1)⊗U(1))=
Z⊗Z.Enefecto,elpardeenteros⟨n,m⟩quecaracterizanalasclasesdehomo-
top´ıasereﬁerenaln´umerodevueltasquelascurvasenesaclasedescribenalo
largoyalrededordeltororespectivamente.Laleydecomposici´oncorrespondea
⟨n1,m1⟩·⟨n2,m2⟩=⟨n1+n2,m1+m2⟩.
UngrupodeLiesedicecompactosisuvariedad(entendidacomosubconjunto
deRm,paraalg´unm)esunaregi´oncompacta.
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Ejemplo4.9.SU(2)esungrupocompactoysimplementeconexo,dedimensi´on
3.Suselementossonmatricesunitariasunimodularesde2×2:
U=
(
ab
c d
)
, U−1=
(
d −b
−c a
)
=U†=
(
a∗ c∗
b∗ d∗
)
, (4.3.2)
condetU=ad−bc=1.Entonces,d=a∗,c=−b∗.
Porlotanto,
U=
(
a b
−b∗ a∗
)
,condetU=|a|2+|b|2=1. (4.3.3)
Ent´erminosdelaspartesrealeseimaginariasdeesospar´ametros,a=x+iy,
b=z+it,tenemos
detU=x2+y2+z2+t2=1, (4.3.4)
loquedeterminauna(hiper)esferatridimensionalderadio1enR4,S3.
Deesemodo,cadamatrizdelgrupoSU(2)est´aencorrespondenciaunoauno
conlospuntosdeS3,quepuedeserconsideradasuvariedadasociada.
Setrataevidentementedeunavariedadcompacta.Adem´as,essimplementeco-
nexa,dadoquetodacurvacerradasobreunaesferadedimensi´onmayoroiguala2
eshomot´opicamentenula.
Ejemplo4.10.ElconjuntodelasmatricesdeSU(2)constituyeunarepresen-
taci´onmatricialﬁeldedichogrupo,lamadarepresentaci´onfundamental.Esta
representaci´onesirreduciblepuestoque,porejemplo,lasmatricesdePauli4
σ1=
(
0 1
1 0
)
,σ2=
(
0 −i
i 0
)
,σ3=
(
1 0
0 −1
)
, (4.3.5)
quemultiplicadasporisonelementosdeSU(2),noconmutanentres´ı,
[σi,σj]=2iϵijkσk, (4.3.6)
yporlotantonopuedensersimult´aneamentediagonalizadas.
Entonces,porelTeoremadeSchur,todamatrizCenelcentrodeSU(2)es
proporcionalalaidentidad,
UC=CU,∀U∈SU(2)⇒C=λ12. (4.3.7)
YcomodetC=1⇒λ2=1⇒λ=±1.
Porlotanto,elcentroCdeSU(2)(queesunsubgrupoinvariante)esdeorden
2,
C={12,−12}≈Z2. (4.3.8)
4WolfgangErnstPauli(1900-1958).
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PodemosahoraconstruirelgrupococienteentreSU(2)ysucentro,SU(2)/Z2,
cuyoselementossonloscosetsdelaformaUZ2={U,−U}.Recordemosquela
operaci´onenSU(2)/Z2est´adadapor
U1Z2·U2Z2=(U1U2)Z2. (4.3.9)
EstegrupoeshomomorfoaSU(2)porunhomomorﬁsmoϕ:SU(2)→SU(2)/Z2tal
queϕ(U)=UZ2=ϕ(−U),cuyon´ucleoeselcentrodeSU(2),ϕ−1(12Z2)=C≈Z2.
ComoloscosetscontienenmatricesdeSU(2)ques´olodiﬁerenensusignoglobal,
loselementosdecadacosetcorrespondenapuntosdiametralmenteopuestossobre
lavariedadS3.
Entonces,dentrodeunentornosuﬁcientementepeque˜nodelaidentidadtendre-
mosunacorrespondenciaunoaunoentreloselementosdeSU(2)ylosdeSU(2)/Z2,
conesencialmentelamismaleydecomposici´on(verec.(4.3.9)).
Esdecir,elhomomorﬁsmoϕ:SU(2)→ SU(2)/Z2restringidoaunentornode
laidentidadresultaserunaaplicaci´onbiun´ıvoca.PoresemotivolosgruposSU(2)
ySU(2)/Z2sedicenlocalmenteisomorfos.
DadoquepuntosdiametralmenteopuestossobreS3correspondenalmismocoset,
loselementosdeSU(2)/Z2puedenserpuestosencorrespondenciaunoaunocon
losdeunahemiesferatridimensional,
t=+√1−(x2+y2+z2)≥0, (4.3.10)
siemprequesetengaencuentaquepuntosdiametralmenteopuestossobresuborde
t=0⇒(x2+y2+z2)=1 (4.3.11)
correspondenalmismoelementodelgrupo.
VemosentoncesquelavariedaddelgrupoSU(2)/Z2tienelatopolog´ıadeuna
esferaderadio1enR3(incluidosuinterior),conlospuntosdiametralmenteopuestos
sobresubordeidentiﬁcados:
0≤(x2+y2+z2)≤1,con


x
y
z

≡


−x
−y
−z

,si(x2+y2+z2)=1. (4.3.12)
Paraestavariedadhays´olodosclasesdecurvashomot´opicas:
lascurvashomot´opicamentenulas,quepuedensercontra´ıdasaunpuntocon
continuidad,
ylascurvashomot´opicasaundi´ametro,queenestavariedadesunacurva
cerrada.
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Enefecto,esf´acilverquecurvascerradasquereaparecenunn´umeropardeveces
porlasant´ıpodassonhomot´opicamentenulas,mientrasquelasqueempleanesapo-
sibilidadunn´umeroimpardevecessondeformablesconcontinuidadaundi´ametro
delaesfera.
Porlotanto,Π1(SU(2)/Z2)≈Z2,demodoqueesegrupodeLieescompactoy
doblementeconexo.
Ejemplo4.11.LoselementosdelgrupoderotacionesSO(3)(queyahemos
considerado)est´anun´ıvocamentedeterminadosporunvectorunitarioˆu,queapunta
enladirecci´ondelejederotaci´on,yporel´anguloderotaci´onθ∈[−π,π],siempre
quesetengaencuentaquerotarenun´angulo−πalrededordeunejeesequivalente
arotaren+πalrededordelmismoeje.
Entonces,loselementosdeSO(3)est´anencorrespondenciaunoaunoconlos
puntosdeunaesferaderadioπenR3(incluidosuinterior),quetieneidentiﬁcados
lospuntosdiametralmenteopuestossobresuborde.Enconsecuencia,lavariedadde
SO(3)tienelamismatopolog´ıa5queladelgrupoSU(2)/Z2.
Porlotanto,SO(3)esungrupodeLiecompactoydoblementeconexo,
Π1(SO(3))≈Z2.
Ejemplo4.12.TeniendoencuentaqueloselementosdeSO(n),conn>3,
correspondenalasoperacionesderotaci´on(m´odulo2π)sobreplanosdeﬁnidosde
Rnquecontienenelorigen,unrazonamientosimilaralanteriorpermitemostrarque
esosgrupostambi´ensondoblementeconexos.
Ejemplo4.13.SepuedemostrarqueelgrupoSU(n)escompactoysimplemente
conexo.Adem´as,surepresentaci´onfundamental(ﬁel,yaquecoincideconelpropio
grupo)esirreducible.
Enconsecuencia,porelteoremadeSchur,sucentroC(subgrupoinvariante)
contienematricesproporcionalesalaidentidad,talesquedet(λ1n)=λn=1⇒
λp=e2iπp/n,conp=0,1,...,n−1.Esdecir,C≈Zn.
ElgrupococienteSU(n)/Zn(cuyoselementossonloscosetsUZn)eshomomorfo
aSU(n)porunhomomorﬁsmoϕ:SU(n)→SU(n)/Znden´ucleoϕ−1(eSU(n)/Zn)=
C≈Zn.Peroenunentornosuﬁcientementepeque˜nodelaidentidad,estehomo-
morﬁsmoestableceunacorrespondenciabiun´ıvocaentreloselementosdeesosdos
grupos,losqueentoncesresultanlocalmenteisomorfos.
5M´asadelantemostraremosqueSO(3)≈SU(2)/Z2.
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SobrelavariedaddelgrupococienteSU(n)/Znpodemostrazarcurvascerradas
(queunenelementosenelcentrodeSU(n))delaforma
Up(α)=diag(e2iπαp/n,...,e2iπαp/n,e−2iπ(n−1)αp/n), (4.3.13)
con0≤α≤1yp=0,1,...,n−1,talesque
Up(α=0)=1n, Up(α=1)=e2iπp/n1n. (4.3.14)
N´otesequeUp(α)†=Up(α)−1y
detUp(α)=e2iπ(n−1)α/ne−2iπ(n−1)α/n=1,∀α. (4.3.15)
Porotraparte,lacomposici´ondeUp(α)conUq(α)resultaenunacurvahomot´opica
aUp+q|modn(α).Enefecto,podemostomar
U(α):=


Up(2α), 0≤α≤1/2,
e2iπp/nUq(2α−1), 1/2≤α≤1,
(4.3.16)
queest´aenlamismaclasedehomotop´ıaqueUp+q|modn(α).Enefecto,
U(0)=1n, U(1/2)=e2iπp/n1n, U(1)=e2iπp/ne2iπq/n1n=e2iπn (p+q)|modn1n.
(4.3.17)
Entonces,paraSU(n)/Znexistennclasesdecurvashomot´opicas(caracterizadas
porconteneralasUp(α)),yelprimergrupodehomotop´ıaesΠ1(SU(n)/Zn)≈Zn.
Enresumen,elgrupoSU(n)/Zn,compactoy m´ultiplementeconexo,tieneun
primergrupodehomotop´ıaqueesisomorfoaln´ucleodelhomomorﬁsmoquelo
relacionaconSU(n),
Π1(SU(n)/Zn)≈Zn≈ϕ−1(eSU(n)/Zn). (4.3.18)
Esteresultadoesuncasoparticulardeunteoremadevalidezgeneral,quese
enunciaenlasiguienteSecci´on.
4.4. Grupodecubrimientouniversal
Se˜nalemosprimeroquehomomorﬁsmosden´ucleodiscretorespectodeunmismo
grupodeLiesimplementeconexo(relacionesqueenunentornodelaidentidadse
reducenaisomorﬁsmoslocales),permitenordenaralosgruposdeLieconexosen
clasesdegruposlocalmenteisomorfos.DosgruposdeLieest´anenlamisma
clasesiambossonhomomorfosaunmismogrupodeLiesimplementeconexopor
unhomomorﬁsmoden´ucleodiscreto.
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Teorema4.3.DadoungrupodeLieconexoG,conunprimergrupodehomo-
top´ıa(discreto)Π1(G)=H,existeungrupodeLiesimplementeconexoG,alcual
Geshomomorfoporunhomomorﬁsmoϕ:G→Gden´ucleoϕ−1(eG)≈H.Adem´as,
enesascondicionesesG≈G/H.
ElgrupoGeslamadogrupodecubrimientouniversalde(laclasedegrupos
localmenteisomorfosa)G.
Ejemplo4.14.LosgruposSO(n)conn≥3sondoblementeconexos.Encon-
secuencia,existengrupossimplementeconexoslocalmenteisomorfosacadauno
deelos,susrespectivosgruposdecubrimiento,quesonlamadosgen´ericamente
Spin(n).M´asadelantemostraremosqueSpin(3)=SU(2).
AhoraveremosquetodoslosgruposdeLieconexospertenecientesaunaclase
degruposlocalmenteisomorfospuedenserconstruidosapartirdelgrupodecubri-
mientouniversaldeesaclase.
Enefecto,seaH unsubgrupopropiodiscretoinvariantedeungrupodeLie
simplementeconexoG.Entonces,elgrupococienteG=G/HesungrupodeLie
m´utiplementeconexo,homomorfoaGporunhomomorﬁsmoden´ucleoH,yque
resultalocalmenteisomorfoaG.
Enconsecuencia,laenumeraci´ondetodoslosgruposlocalmenteisomorfosa
ungrupodeLiesimplementeconexoGsereducealadeterminaci´ondetodossus
subgruposdiscretosinvariantes.
As´ı,laclasiﬁcaci´ondetodoslosgruposdeLieconexossereducealadetermina-
ci´ondetodoslosgruposdeLiesimplementeconexosydesussubgruposdiscretos
invariantes.
Enparticular,dosgruposdeLieconexoslocalmenteisomorfosson
a)obienglobalmenteisomorfos,
b)obienamboshomomorfosaunmismogrupodeLiesimplementeconexo.
Porloanteriormentedicho,siGessimplementeconexo,todogrupodeLieconexo
GlocalmenteisomorfoaGpuedeobtenersecomoelgrupococienteG/H≈G,donde
H={h1=e,h2,...,hk,...}esunsubgrupodiscretoinvariantedeG.
Enesascondiciones,dadog∈G,
g·hk·g−1=hl∈H. (4.4.1)
N´otesequeenelmiembrodelaizquierdasepuedemodiﬁcarconcontinuidadag,
queesunelementogen´ericodeG,mientrasqueelmiembrodeladerechaest´aﬁjo,
puestoqueHesdiscreto.
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Adem´as,comoGessimplementeconexo,elelementogseconectaconelneutro
emedianteunacurvacontinuasobreelgrupo,g→e,loqueimplicaqueesposible
variarconcontinuidadelprimermiembrodelaec.(4.4.1)demaneratalqueg·hk·
g−1→e·hk·e−1=hk.Yesteelementodebecoincidirconeldelsegundomiembro
delaec.(4.4.1).
Porlotanto,∀hk∈Htenemos
g·hk·g−1=hk⇒g·hk=hk·g,∀g∈G. (4.4.2)
Enconsecuencia,todosubgrupodiscretoinvarianteHdeGest´acontenidoen
sucentro6.Estoimplica,enparticular,quetodosubgrupodiscretoinvariantedeG
esAbeliano.
SeaCelcentrodeungrupodeLiesimplementeconexoG,yseaH ⊂Cun
subgrupopropiodiscretoinvariante.ElgrupococienteG=G/Heshomomorfo(y
localmenteisomorfo)aGporunhomomorﬁsmoden´ucleoH.
TeniendoencuentaquelospuntosenlavariedaddeGidentiﬁcadosconlos
elementosdeHcorrespondenalmismoelemento(coset)deG/H,seconcluyeque
lasclasesdehomotop´ıadeGcontienencurvascerradasqueconectanlaidentidadcon
losdistintoselementosdeH,e→hk.Dadoquelacomposici´ondedosdetalescurvas,
e→hk=hk·e→hk·hl,correspondeaunacurvahomot´opicaae→(hk·hl),seve
queelprimergrupodehomotop´ıadeG=G/HesΠ1(G/H)≈H,enconcordancia
conelteoremaanterior.
Noobstante,losgruposdehomotop´ıanoclasiﬁcan,engeneral,alosgruposde
LieconexoslocalmenteisomorfosaG.Enefecto,esposiblequedentrodelcentroC
deGpuedanhalarsedossubgruposinvariantesdistintosperoisomorfos,
H1,H2⊂C, H1≠H2, H1≈H2. (4.4.3)
Enesecaso,losgruposcocienteG1=G/H1yG2=G/H2tendr´angruposde
homotop´ıaisomorfos,Π1(G1)≈ H1≈ H2≈ Π1(G2),peroengeneralnoser´an
globalmenteisomorfosentres´ı,G1 ≉G2.
ElcasodeSU(2)esparticular,porquesucentroC≈Z2notienesubgrupos
propios,demodoques´olosetienendosposibilidades,
Π1(SU(2))≈Z1, Π1(SU(2)/Z2)≈Z2. (4.4.4)
TodootrogrupolocalmenteisomorfoaSU(2)(grupodecubrimientodesuclase)
6Lasrepresentacionesfundamentalesdelosgruposcl´asicosdematricessonirreducibles,loque
implicaqueloselementosenelcentrodelgruposontodosproporcionalesalamatrizidentidad.
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obienessimplementeconexoy,porlotanto,globalmenteisomorfoaSU(2),
obienesdoblementeconexoy,porlotanto,globalmenteisomorfoaSU(2)/Z2.
Finalmente,consideremosunarepresentaci´onmatricialD(G)delgrupoG≈
G/H.Dadoqueexisteunhomomorﬁsmoϕ:G→G,elainduceunarepresentaci´on
matricialparaelgrupoG,deﬁnidaporΓ(g):=D(ϕ(g)),cong∈G.Enefecto,
∀g1,g2∈Gtenemos
Γ(g1)Γ(g2)=D(ϕ(g1))D(ϕ(g2))=
=D(ϕ(g1)·ϕ(g2))=D(ϕ(g1·g2))=Γ(g1·g2).
(4.4.5)
PerosiΓ(G)esunarepresentaci´ondelgrupoG,eladar´alugar,engeneral,auna
representaci´onproyectiva(omultivaluada)deG.Enefecto,siϕ−1(eG)=H≠
{eG},entonceshabr´avariasmatricesdelarepresentaci´onΓ(G)porcadaelemento
g∈G,lasquediferir´anentres´ıenelproductoporlamatrizcorrespondienteaalg´un
elementodeH.SiΓ(G)esunarepresentaci´onirreducible,entoncesΓ(hk)∼1ren
virtuddelLemadeSchur,dadoqueHest´acontenidoenelcentrodeG.
Unarepresentaci´ondeGs´oloinducir´aunarepresentaci´onordinariadeGsi
Γ(hk)=Γ(eG)=1r,∀hk∈H=ϕ−1(eG). (4.4.6)
EnesecasosepuedeestablecerunhomomorﬁsmoentreG/H≈Gyelgrupode
matrices{Γ(g·H):=Γ(g),∀g·H∈G/H},ydeﬁnirD(g):=Γ(g),dondeg=ϕ(g).
Enconsecuencia,elproblemadeladeterminaci´ondelasrepresentacionesdeun
grupodeLieconexoGsereduceahalartodaslasrepresentacionesordinariasdesu
grupodecubrimientoG,paraluegoseleccionardeentreelaslasrepresentaciones
ordinariasdelprimero.
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Cap´ıtulo5
ALGEBRASYGRUPOSDELIE
5.1. Introducci´onalasa´lgebrasdeLie
Consideremosunafunci´onescalaravalorescomplejosdeﬁnidasobrelavariedad
deungrupodeLieconexoGdedimensi´onn,F:G→ C.Referidaaunsistema
localdecoordenadasestablecidoalrededordeunelementogen´ericob∈G(enel
cualbtieneasignadascoordenadas(β1,..,βn)),setieneque
F(b)=f(β1,..,βn), (5.1.1)
quesupondremosdiferenciable.
Pormultiplicaci´onaizquierdapora∈G,elelementoa−1·besaplicadoenel
elementob.Podemosentoncesdeﬁnirunafunci´ontrasladadaporaseg´un
(TaF)(b):=F(a−1·b), (5.1.2)
dondeTaesdeﬁnidocomounoperadorlinealsobreelespaciolinealdelasfunciones
sobreG.Elconjuntodeoperadores{Ta,a∈G}constituyeunarepresentaci´onlineal
delgrupoG.Enefecto,
(TaTbF)(c)=Ta(F(b−1·c)) (5.1.3)
y,lamandoH(c)≡F(b−1·c),
(TaH)(c)=H(a−1·c)=F(b−1·a−1·c)=
=F((a·b)−1·c)≡(Ta·bF)(c),
(5.1.4)
cualesquieraqueseana,b∈G,y∀F(c).Porlotanto,
TaTb=Ta·b,∀a,b∈G. (5.1.5)
Supongamosahoraqueelelementoaest´aenunentornodelelementoidentidad,
e,yquerespectodeunsistemalocaldecoordenadastenemoslaasignaci´on
a→(α1,..,αn),
e→(0,..,0), (5.1.6)
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demodoquealelementoc=a−1·b,contenidoenunentornodeb,lecorrespondan
lascoordenadasc→(γ1,..,γn),dadaspor
γµ=ϕµ(¯α,β), (5.1.7)
dondelascoordenadasα¯µcorrespondenalelementoa−1.
Enelsistemalocaldecoordenadasestablecidoalrededordeetenemos
ϕµ(¯α,α)=εµ=0,∀α. (5.1.8)
ComosetratadeungrupodeLie,esafunci´onpuedeserdesarroladaenseriede
potenciasdesusargumentos,yteniendoencuentaquee·a=a=a·eparatodoa,
sevef´acilmenteque1
α¯µ=−αµ+O(α)2,µ=1,2,..,n. (5.1.12)
Desarrolandoenseriedepotenciaselmiembrodeladerechaen(5.1.7),yte-
niendoencuentaquenecesariamenteϕµ(0,β)=βµ,resulta
γµ=βµ−αν
(∂ϕµ(¯α,β)
∂¯αν
)
α¯=0
+O(α)2. (5.1.13)
DadoqueexistelainversadecadaelementoenG,podemosescribira=b·c−1,
demodoquelarelaci´onentre(γ−β)µyαµestablecidaenlaanteriorecuaci´ondebe
serinvertible.Estoimplicaque
det
(∂ϕµ(¯α,β)
∂¯αν
)
α¯=0
≠0. (5.1.14)
Reemplazando(5.1.13)enlaexpresi´ondelafunci´ontrasladadaTaF,
TaF(b)=F(a−1·b)=f(γ)=
f(β)−αν
(∂ϕµ(¯α,β)
∂¯αν
)
α¯=0
∂f
∂βµ(β)+O(α)
2=
{
1−iαν
(∂ϕµ(¯α,β)
∂¯αν
)
α¯=0
(
−i∂∂βµ
)
+O(α)2
}
f(β),
(5.1.15)
1Enefecto,para¯ayagen´ericosenunentornodelaidentidadpodemosescribir
ϕµ(¯α,α)=Aµ+Bµνα¯ν+B′µναν+... (5.1.9)
Tomando¯a=etenemos
ϕµ(0,α)=αµ⇒Aµ=0,B′µν =δµν. (5.1.10)
Similarmente,sia=e⇒Bµν=δµν.Porlotanto,
ϕµ(¯α,α)=α¯µ+αµ+... (5.1.11)
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dedondesurgequelosoperadoresdiferenciales(concoeﬁcientesdependientesdelas
coordenadasβ)
Xˆν(β)=
(∂ϕµ(¯α,β)
∂¯αν
)
α¯=0
(
−i∂∂βµ
)
, (5.1.16)
oﬁciandegeneradoresdelastraslacionessobrelavariedadenelespaciodelas
funcionesescalaresdiferenciablesdeﬁnidassobreelgrupoG,obteniendoparalos
operadoresdetraslaci´onTalarealizaci´on
Ta=1−iανXˆν(β)+O(α)2. (5.1.17)
Teniendoencuentaquelosoperadoresdiferenciales(−i∂/∂βµ),generadoresde
lastraslacionesalolargodelosejescoordenados,constituyenunconjuntoden
operadoreslinealmenteindependientes,yquelamatrizenelmiembroderechode
(5.1.16)esinvertible,vemosquelosXˆµconformanunabasedelespaciolineal(n-
dimensional)delosoperadoresdiferencialesdeprimerorden.Esteespaciovectorial
esisomorfoalespaciotangente,porloqueambossuelenidentiﬁcarse.Enesesentido
puededecirseque,paraelementosapr´oximosdelaidentidadyalm´asbajoorden
enlascoordenadas,losoperadoresTadiﬁerendeloperadoridentidaden(−i)veces
unvectordelespaciotangentealavariedaddelgrupo2.
Consideremosahoraunarepresentaci´onmatricialnotrivialdedimensi´onrdel
grupoG,laquepuedeserentendidacomounafunci´onavaloresmatricialesdeﬁnida
sobrelavariedad:D(b),∀b∈G.Sutrasladadapormultiplicaci´onaizquierdapora
es
TaD(b):=D(a−1·b)=D(a−1)D(b)=(D(a))−1D(b), (5.1.18)
loquenosproveedeunarepresentaci´on matricialparalosoperadoresdetrasla-
ci´onent´erminosdematricesconstantes(independientesdelpuntobsobrelavarie-
dad).Enefecto,
TaTbD(c)=TaD(b−1·c)=Ta(D(b))−1D(c)=(D(b))−1D(a−1·c)=
(D(b))−1(D(a))−1D(c)=(D(a·b))−1D(c)=Ta·bD(c).
(5.1.19)
Paratraslacionesinﬁnitesimales,estoproporcionatambi´enunarepresentaci´on
matricialparalosgeneradores Xˆν:poranalog´ıacon(5.1.17)escribimos
(D(a))−1=1−iαµXµ+O(α2), (5.1.20)
2N´oteseque,pormultiplicaci´onporunelementoﬁjob∈G,unsistemalocaldecoordenadas
enunentornodeeesaplicadoenunsistemalocalenunentornodeb.Enconsecuencia,elespacio
tangentealavariedadencualquierpuntobesisomorfoalespaciotangenteene.
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obien,almismoordenenα,
D(a)=1+iαµXµ+O(α2), (5.1.21)
dondeahoralasXµsonmatricesconstantesdedimensi´onr×r.Esdecir,lasmatrices
querepresentanaelementosapr´oximosdeediﬁerendelamatrizidentidad(alm´as
bajoordenenlascoordenadasdea)enivecesunvectordelespaciolinealgenerado
porlasmatricesXµ,µ=1,2,..,n.Esteespaciolinealtienelamismadimensi´on
queelgrupodeLiesilarepresentaci´oneslocalmenteﬁel.Silarepresentaci´ones
irreducible,entonceselconjuntodevectoresdeeseespacionodejainvariantening´un
subespaciopropiodelespaciodelarepresentaci´on.
Consideremos,comoantes,doselementosaybenunentornodelaidentidade,
consusrespectivascoordenadas,(α1,..,αn)y(β1,..,βn).Elelementoc=a·b·a−1·
b−1ser´aengeneraldiferentedee(amenosqueelgruposeaAbeliano)y,paraαµy
βµsuﬁcientementepeque˜nos,estar´acontenidoenelmismoentornodee,pudiendo
serreferidoalmismosistemalocaldecoordenadas,c→ (γ1,..,γn).Trat´andose
deungrupodeLie,lasγµsonfuncionesanal´ıticasdeανydeβν,pudiendoser
desarroladasenseriedepotencias:
γµ=ψµ(α,β)=Aµ+ανBµν +βνB′µν+
+ανβλC µνλ +αναλD µνλ +βνβλD′ µνλ +O(α,β)3.
(5.1.22)
Perositomamosa=e(αµ=0),entoncesc=e(γµ=0)paratodob(∀β).
Similarmente,conb=e(βµ=0),tambi´entenemosc=e(γµ=0)paratodoa
(∀α).Deeloresultaque
Aµ=Bµν =B′µν =D µνλ =D′ µνλ =0. (5.1.23)
Enconsecuencia,lascoordenadasdecest´andadas(alm´asbajoorden)por
γµ=ανβλC µνλ +O(α,β)3, (5.1.24)
dondelasconstantesdeestructura,C µνλ,soncaracter´ısticasdelaleydecom-
posici´ondelgrupoenunentornodelaidentidad(sibien,evidentemente,dependen
delaelecci´ondelsistemalocaldecoordenadas).
Tomandoa=b,resultaquec=e,obienγµ=εµ=0.Entonces,paracoorde-
nadasαµarbitrariastenemosqueαναλC µνλ =0,loquesigniﬁcaquelasconstantes
deestructurasonantisim´etricasenelprimerparde´ındices,
C µνλ =−C µλν. (5.1.25)
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LoselementoscontenidosenentornosdelaidentidaddedosgruposdeLielo-
calmenteisomorfosest´anencorrespondenciabiun´ıvocaconelmismoconjuntode
coordenadaslocales,ycomolocalmentetienenlamismaleydecomposici´on,resul-
taquetienenlasmismasconstantesdeestructura.Porlotanto,lasconstantesde
estructurasonunacaracter´ısticadelgrupodecubrimientouniversaldelaclaseala
queperteneceelgrupodeLieconsiderado.
Inversamente,sepuededemostrarquedosgruposquetienenelmismoconjun-
todeconstantesdeestructura(respectodesendossistemaslocalesdecoordenadas
adecuadamenteelegidos)sonlocalmenteisomorfosy,enconsecuencia,amboshomo-
morfosaunmismogrupodeLiesimplementeconexo.Enesesentido,lasconstantes
deestructuradeterminanlocalmentelaspropiedadesdetodoslosgruposdeesaclase
deequivalenciaenunentornodesuelementoneutroe,demodoqueelasdebenser
tambi´encompatiblesconlasdiferentespropiedadesglobalesdeesosgrupos.
Consideremosnuevamentelarepresentaci´onmatricialdelgrupo.Paralosele-
mentosaybpr´oximosdeepodemosescribir
D(a)=1+A,
D(b)=1+B,
(5.1.26)
donde
A=iανXν+O(α2),
B=iβνXν+O(β2).
(5.1.27)
Susinversasson
(D(a))−1=1−A+A2+..,
(D(b))−1=1−B+B2+..,
(5.1.28)
y,enconsecuencia,
D(c)=D(a)D(b)(D(a))−1(D(b))−1=
={1+A+B+AB}{1−B+B2+..−A+AB+A2+..}=
=1+(AB−BA)+..=1+C,
(5.1.29)
donde
C=iγµXµ+..=iανβλC µνλXµ+O(α,β)3. (5.1.30)
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Porlotanto
C=[A,B]+..⇒
iανβλC µνλXµ=−ανβλ[Xν,Xλ],∀α,β,
(5.1.31)
loqueimplicaquelasmatricesquerepresentanalosgeneradoressatisfacenel´algebra
deconmutadores
[Xν,Xλ]=−iC µνλXµ, (5.1.32)
cualquieraquesealarepresentaci´ondelgrupoconsiderada.
Similarmente,sitomamoselproductoTc=TaTbTa−1Tb−1,apartirdeldesarrolo
(5.1.17)sepuededemostrarque
[ˆ
Xν(x),ˆXλ(x)
]
=iC µνλXˆµ(x), (5.1.33)
(conuncambiodesignoenelsegundomiembrorespectode(5.1.32)-ver(5.1.17)
y(5.1.21)).Cabese˜nalarqueenestaigualdadaparecenlasmismasconstantesde
estructuraqueen(5.1.32),apesardequelosoperadoresdiferencialesdeprimer
ordenXˆµ(x)tienencoeﬁcientesdependientesdelascoordenadasxsobrelavariedad
(TeoremadeLie).
ComolosgeneradoresXˆµ(x)constituyenunabasedelespaciotangente,laope-
raci´ondeconmutaci´onde(5.1.33)introduceeneseespaciounaoperaci´onbilineal,
antisim´etricaynoasociativaentrevectores,queleconﬁerelaestructuradeun
a´lgebradeLie.ElespaciovectorialgeneradoporlasmatricesXµ,quesatisfacenlas
reglasdeconmutaci´ondelaec.(5.1.32),constituyeunarepresentaci´onmatricial
dela´lgebradeLie.
Comohemosdichoantes,elvalornum´ericodelasconstantesdeestructuradepen-
dedelaelecci´ondelsistemalocaldecoordenadasenunentornodee.Auncambio
enelsistemadecoordenadas,quehagaquelasnuevascoordenadasseobtengande
lasanterioresmedianteunatransformaci´onlinealhomog´enea,
a→(α′)µ=Λµναν,
b→(β′)µ=Λµνβν,
(5.1.34)
lecorrespondeunnuevoconjuntodegeneradores,ˆX′µ,conµ=1,2,..,n,quetambi´en
esunabasedelespaciotangente.
Loselementosdela´lgebradeLiepuedenserreferidosadistintasbasesdeese
espaciovectorial,demodoqueunmismovectorpuedeserescritocomo
(α′)µXˆ′µ=αµXˆµ, (5.1.35)
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loqueesciertoparatodoα.Peroestorequierequelosgeneradoressetransformen
como
Xˆ′µΛµν=Xˆν. (5.1.36)
Deesemodotenemos,porunaparte,
[ˆ
X′λ,ˆX′κ
]
=iC′ ρλκXˆ′ρ (5.1.37)
mientrasque,empleando(5.1.36),resulta
[ˆ
Xµ,ˆXν
]
=ΛλµΛκν
[ˆ
X′λ,ˆX′κ
]
=iΛλµΛκνC′ ρλκXˆ′ρ=
=iC σµν Xˆσ=iC σµνΛρσXˆ′ρ.
(5.1.38)
ComolosgeneradoresXˆ′µsonlinealmenteindependientes,sededucequelascons-
tantesdeestructurasetransforman(frentealastransformacioneslinealesdecoor-
denadascomoen(5.1.34))comolascomponentesdeuntensordosvecescovariante
yunavezcontravariante,
ΛλµΛκνC′ ρλκ =C σµνΛρσ. (5.1.39)
Laoperaci´onintroducidaenel´algebradeLienoesasociativa,sinoquesatisface
lasidentidadesdeJacobi3,
[[ˆ
Xµ,ˆXν
]
,ˆXρ
]
+
[[ˆ
Xν,ˆXρ
]
,ˆXµ
]
+
[[ˆ
Xρ,ˆXµ
]
,ˆXν
]
=0, (5.1.40)
igualdadesalgebraicasqueseveriﬁcanf´acilmentedesarrolandolosconmutadores
seg´unsudeﬁnici´on4.
Reemplazandolosconmutadoresdelosgeneradores,yteniendoencuentaque
e´stossonlinealmenteindependientes,seobtienenlasidentidadesde Bianchi5
paralasconstantesdeestructura,
C σαβC ρσγ +C σβγC ρσα+C σγαC ρσβ =0, (5.1.41)
lasqueentoncesnosontodasindependientes.
3CarlGustavJacobJacobi(1804-1851).
4LasidentidadesdeJacobi,
[ˆ
Xρ,
[ˆ
Xµ,ˆXν
]]
=
[ˆ
Xµ,
[ˆ
Xρ,ˆXν
]]
+
[[ˆ
Xρ,ˆXµ
]
,ˆXν
]
,
tienenlamismaformaqueladerivadadeunproductodefunciones,
d
dx(f(x)g(x))=f(x)
dg(x)
dx +
df(x)
dx g(x),
raz´onporlacuallaoperaci´onenel´algebradeLietambi´eneslalamadaderivadadeLie.
5LuigiBianchi(1856-1928).
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Introducimosahoraunconjuntodenmatricesdedimensionn×n,Mµ,cuyos
elementossonproporcionalesalasconstantesdeestructuradelgrupo:
(Mµ)ρν :=iC ρµν. (5.1.42)
Elconmutadordedoscualesquieradeelasest´adadopor
[Mµ,Mν]βα =(Mµ)ρα(Mν)βρ −(Mν)ρα(Mµ)βρ =
−C ρµαC βνρ +C ρναC βµρ =C ρµνC βρα =−iC ρµν (Mρ)βα ,
(5.1.43)
dondehemosusadolasidentidadesdeBianchi.
Enconsecuencia,lasmatricesas´ıdeﬁnidasconstituyenunarepresentaci´onma-
tricialdelosgeneradoresdela´lgebradeLiedelgrupo,lamadarepresentaci´on
adjunta,
[Mµ,Mν]=−iC ρµνMρ. (5.1.44)
Evidentemente,larepresentaci´onadjuntacontienelamismainformaci´onsobrela
leydecomposici´ondelgrupoqueelconjuntodesusconstantesdeestructura6.
Sepuededemostrarquelarepresentaci´onadjuntadeuna´lgebradeLiesimple
esﬁeleirreducible.
6SedeﬁnelaformadeKiling(WilhelmKiling(1847-1923))deun´algebradeLiecomola
matrizrealsim´etricacuyoselementosest´andadospor
gµν=tr{MµMν}=−C βµαC ανβ =gνµ. (5.1.45)
Sepuededemostrarqueun´algebradeLieessemi-simple(esdecir,quecorrespondeaungrupo
deLiequenocontienesubgruposdeLieinvariantesqueseanAbelianos-verSecci´on5.8)siys´olo
sisuformadeKilingesregular(esdecir,sidetg≠0).Enesascondiciones,suinversaexistey
satisfacegµαgαν=δνµ.
Porotraparte,ungrupodeLiesemi-simpleescompactosiys´olosilaformadeKilingde
sua´lgebraespositivadeﬁnida(connuestradeﬁnici´on,quediﬁereenunsignodeladeﬁnici´on
habitual).
Lasnuevasconstantesdeﬁnidaspor
Cµνλ:=C ρµν gρλ=−C ρµν C βραC αλβ (5.1.46)
sontotalmenteantisim´etricasensustres´ındices.Enefecto,empleandolasidentidadesdeBianchi
resultaque
Cµνλ={C ρναC βρµ +C ραµC βρν
}C αλβ =itr{MµMνMλ−MµMλMν}, (5.1.47)
dondeelmiembrodeladerechaesantisim´etricodebidoalaspropiedadesdeinvarianzac´ıclicala
traza.
Enparticular,laformadeKilingdeungrupodeLiesemi-simplecompactopuedeserdia-
gonalizadamedianteunatransformaci´onlinealdegeneradores(o,loqueeslomismo,uncambio
linealdecoordenadas),demodoquegµν→δµν,loquelevaalasconstantesdeestructuraauna
formaenqueresultancompletamenteantisim´etricas.
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Consideremosahoraunarepresentaci´onmatricialdela´lgebradeLiedeG,en
lacuallosgeneradoresest´enrepresentadospormatricesXµquesatisfacen(5.1.32).
Lasmatricescorrespondientesaelementosapr´oximosdeeser´andelaforma
D(a(α))=1+iαµXµ+O(α2), (5.1.50)
dondelasαµsonlascoordenadasdeacorrespondientesaesaelecci´ondeunabase
parael´algebradeLie.
Consideremos,enparticular,loselementoscorrespondientesamatricesdela
forma
1+iτNα
µXµ+O(1N2), (5.1.51)
dondelosαµsonpar´ametrosﬁnitosdados,τtomavalorescontinuosyN≫1.Estos
elementospuedensermultiplicadospors´ımismosNvecesparaalcanzarotrosque
(paraNgrande)estar´analejadosdeeyrepresentadospormatrices
(
1+iτNα
µXµ+O(1N2)
)N
=
∏N
k=1e
iτNα
µXµ(1+O(1N2)
)=eiταµXµ(1+O(1N)
).
(5.1.52)
Enell´ımiteN→∞ obtenemoslamatriz
D(a(τα)):=eiταµXµ, (5.1.53)
relaci´onquepuedeserentendidacomolaasignaci´ondelosnpar´ametrosταµal
elementoquedenotamospora(τα)∈G.
Comoelpar´ametroτesarbitrario,vemosquecadarectaquepasaporelorigen
enel´algebradeLie(espaciotangentealavariedadene)esaplicadaenelementos
deGquesatisfacen
D(a(τ1α))D(a(τ2α))=eiτ1αµXµeiτ2αµXµ=
ei(τ1+τ2)αµXµ=D(a(τ2α))D(a(τ1α)).
(5.1.54)
HendrikCasimir(1909-2000)hademostradoquetodaa´lgebradeLiesemi-simpleposeeun
invariantecuadr´aticodeﬁnidopor
Kˆ=gµνXˆµXˆν, (5.1.48)
dondegµνeslainversadelaformadeKiling.Enefecto,apartirde(5.1.33)resultainmediato
mostrarqueKˆconmutaconlosgeneradores,[ˆ
K,Xˆλ
]
=gµν
[ˆ
Xµ,ˆXλ
]
Xˆν+gµνXˆµ
[ˆ
Xν,ˆXλ
]
=
=iCµλσgσρgµν
(
XˆρXˆν+XˆνXˆρ
)
=0, (5.1.49)
comoconsecuenciadelaantisimetr´ıadelasconstantesCµλσ.
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Ycomoesovaleparatodarepresentaci´onmatricialdeG(inclusoparalasrepresen-
tacionesﬁeles),loselementosquehemosidentiﬁcadocomoa(τα)(conαµﬁjoypara
todoτ)pertenecenaunsubgrupoAbelianounidimensionaldeG.
PuededemostrarsequetodoelementodeungrupodeLieconexocompactoG
perteneceaunsubgrupoAbelianounidimensionaldeG.Porlotanto,lamatrizquelo
representaenunadadarepresentaci´onmatricialdelgruposiempresepuedeobtener
porexponenciaci´ondeunelemento(delarepresentaci´onmatricial)dela´lgebrade
Lie.
Enparticular,porexponenciaci´ondevectoresenlarepresentaci´onadjuntadel
a´lgebradeLieobtenemoslasmatricesdelarepresentaci´onadjuntadelgrupo
Gconsiderado,
DAdj(a(τα1,..,ταn))=eiταµMµ, (5.1.55)
que,sibienlocalmenteﬁel,noesengeneralunarepresentaci´onﬁeldeG.
N´otesequeparacadasubgrupodeLieunidimensionalcompactolacurvadescrita
sobrelavariedaddeGporloselementosdelaformaa(τα)debesernecesariamente
cerrada.Dichodeotromodo,lasmatricesD(a(τα))debenserfuncionesperi´odicas
deτparatodarepresentaci´ondelgrupoG.LasrepresentacionesﬁelesdeGpermiten
determinarelrangodevaloresquetomaelpar´ametroτ,mientrasqueparalasque
noloson,engeneral,lasmatricesD(a(τα))serepetir´ansobreeserango.
EnelcasodegruposdeLieconexosnocompactos,existenelementosqueno
yacensobrening´unsubgrupoAbelianounidimensional,comolomuestraelsiguiente
ejemplo.
Ejemplo5.1.ConsideremoselgrupoconexoSL(2,R).Suselementossonma-
tricesrealesdedeterminantedetM =1.Podemosparametrizarlasdelaforma
M =
(
A+D B+C
C−B A−D
)
, A,B,C,D∈R, (5.1.56)
demodoque
detM =(A2−D2)−(C2−B2)=(A2+B2)−(C2+D2)=1. (5.1.57)
Porlotanto,sinp´erdidadegeneralidadpodemosescribir
A=coshαcosβ, B=coshαsinβ,
C=sinhαsinγ, D=sinhαcosγ, (5.1.58)
conα∈Ryβ,γ∈[0,2π),dedonderesultaquesetratadeungrupodeLiede
dimensi´on3.
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Comoestasmatricesnosonperi´odicasenelpar´ametroα,estegrupoesno
compacto.Adem´as,como(A2+B2)=coshα2≥1,sevequees m´ultiplemente
conexo,conΠ1(SL(2,R))≈Z.Porotraparte,latrazadeestasmatrices,
trM =2A=2coshαcosβ (5.1.59)
puedetomartodoslosvaloresreales.
Enparticular,estegrupocontieneelementosdelaforma
M(r)=

−r 0
0 −1r

, r∈R\{0}, (5.1.60)
quecorrespondenatomar
tanhα=r
2−1
r2+1, β=0, γ=0. (5.1.61)
Mostraremosqueestasmatrices,conr≥2,nopuedenserescritascomoM =eA,
conArealydetrazanula7.Porlotanto,esoselementosnoyacensobrening´un
subgrupoAbelianounidimensionaldeSL(2,R).
Enefecto,siM ∈SL(2,R)sepuedeescribircomoM =eA,lacondici´ondetM =
1implicaquetrA=0.Porlotanto
A=
(
a b
c −a
)
, (5.1.66)
sudeterminantees
detA=−(a2+bc), (5.1.67)
7SiM esunamatriz(regular)deungrupodematricesconexo,esposibletrazarunacurva
continuasobrelavariedaddelgrupo,M(t)(quesupondremosdiferenciable),talqueM(0)=1y
M(1)=M.Podemosescribir
M(t+δt)=M(t)+δM(t)=M(t)(1+M−1(t)δM(t)), (5.1.62)
yparasudeterminante
detM(t+δt)=detM(t)det(1+M−1(t)δM(t))=
detM(t)(1+tr[M−1(t)δM(t)]+..),
(5.1.63)
amenosdet´erminosdeordensuperiorenδM(t).Peroentonces,
d
dtlndetM(t)=tr
[
M−1(t)dM(t)dt
]
≡ ddttrlnM(t). (5.1.64)
YcomolndetM(0)=0=trlnM(0),resultaque
lndetM =trlnM. (5.1.65)
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ysucuadradoes
A2=(−detA)12. (5.1.68)
Deestosededucef´acilmenteque
M =eA=cosh(√−detA)12+sinh(
√−detA)√−detA A, (5.1.69)
demodoquesutraza
trM =2cosh(√−detA). (5.1.70)
ComoAesunamatrizreal,detA∈R,yencualquiercasotrM ≥−2.
Pero,comohemosse˜naladoantes,existenenSL(2,R)matricesM(r),comoen
(5.1.60)conr≥2,cuyastrazasson
trM(r)=−r−1/r<−2 (5.1.71)
yque,porlotanto,nosondelaformaeA.
Noobstante,M(r)puedeserescritacomo8
M(r)=−12
(
r 0
0 1/r
)
=eiπσ2eln(r)σ3, (5.1.73)
dondeambosfactoresenelmiembrodeladerechasonelementosdelgrupoSL(2,R),
puestoquesonexponencialesdematricesrealesydetrazanula.
Elanteriorresultadoreﬂejaelhechodevalidezgeneraldequetodoelementode
ungrupodeLieconexonocompactopuedeserrepresentadocomoelproductode
unn´umeroﬁnito(ypeque˜no)deelementosqueyacensobresubgruposAbelianos
unidimensionales.Enconsecuencia,lasmatricesdeunadadarepresentaci´ondel
grupopuedenserobtenidascomoproductodeunn´umeroﬁnitodeexponencialesde
elementosenlacorrespondienterepresentaci´ondel´algebradeLiedelgrupo.
Enconsecuencia,elconocimientodeunarepresentaci´onmatricialdel´algebrade
LiedeungrupodeLieconexopermitereconstruir(mediantelaaplicaci´onexponen-
cial)lacorrespondienterepresentaci´onmatricialdelgrupo.
Ejemplo5.2.ElgrupodeHeisenberg9real.
8Estamatriztambi´enpuedeserescritacomounau´nicaexponencialdelaforma
M(r)=eiπσ3eln(r)σ3=eiπσ3+ln(r)σ3, (5.1.72)
peroenestecasoelexponentenoesunamatrizrealy,porlotanto,noeselproductodeiporun
elementodel´algebradeLiedeSL(2,R).
9WernerKarlHeisenberg(1901-1976).
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ConsideremoselconjuntoHdematricesregularesdelaforma
M(a,b,c):=


1 ab
0 1 c
0 0 1

, (5.1.74)
dondea,b,c∈R.ResultainmediatoveriﬁcarquedetM =1,quelainversade
M(a,b,c)est´adadapor
M(a,b,c)−1:=


1 −a −b+ac
0 1 −c
0 0 1

 (5.1.75)
yqueeseconjuntoescerradofrentealamultiplicaci´ondematrices,
M(a,b,c)M(a′,b′,c′)=


1 a+a′ b+b′+ac′
0 1 c+c′
0 0 1

, (5.1.76)
operaci´onqueeneseconjuntoresultanoconmutativa.
Porlotanto,HconstituyeungrupodeLienoAbelianonocompactodedimen-
si´on3conlatopolog´ıadeR3.
Apartirdelaec.(5.1.76)sevequeelcentrodeH,C(H),est´aformadoporlas
matricesdelaforma
M(0,b,0)=


1 0 b
0 1 0
0 0 1

, (5.1.77)
conb∈R,loquecorrespondeaunsubgrupodeLieAbelianounidimensionalinva-
riante.Enconsecuencia,elgrupodeHeisenbergnoessemi-simple.
ElgrupococienteH/C(H)tieneporelementosaloscosetsM(a,b,c)C(H),con-
juntosformadosporloselementosdelaforma
M(a,b,c)M(0,b′,0)=


1 ab+b′
0 1 c
0 0 1

, ∀b′∈R. (5.1.78)
Laoperaci´onentrecosetsest´adeﬁnidapor
(M(a,b,c)C(H))·(M(a′,b′,c′)C(H)):=(M(a,b,c)M(a′,b′,c′))C(H).(5.1.79)
Elhechodeque
[M(a,b,c),M(a′,b′,c′)]=


0 0 ac′−a′c
0 0 0
0 0 0

 (5.1.80)
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muestraqueM(a,b,c)M(a′,b′,c′)yM(a′,b′,c′)M(a,b,c)pertenecenalmismocoset,
demodoqueelgrupococienteH/C(H)esAbeliano.
Paradeterminarela´lgebradeLiedeestegrupodebemosconsiderarmatrices
pr´oximasdelaidentidad,M =13+iA,donde
A=−i


0 α β
0 0 γ
0 0 0

. (5.1.81)
Esamatrizperteneceaunespaciolinealdedimensi´on3,cuyosgeneradorespueden
serelegidoscomo
X1=−i


0 1 0
0 0 0
0 0 0

, X2=−i


0 0 0
0 0 1
0 0 0

, X3=−i


0 0 1
0 0 0
0 0 0

.
(5.1.82)
Losconmutadoresentreestasmatricesest´andadospor
[X1,X2]=−iX3, [X1,X3]=O, [X2,X3]=O, (5.1.83)
dedonderesultaqueX3esunelementocentraldel´algebradeLie10.
Teniendoencuentaque
A2=−


0 0 αγ
0 0 0
0 0 0

, A3=O, (5.1.85)
vemosquelaseriequedeﬁnelaaplicaci´onexponencialsereduceenestecasoas´olo
trest´erminos,
exp{i(αX1+γX2+βX3)}=13+


0 α β
0 0 γ
0 0 0

+12


0 0 αγ
0 0 0
0 0 0

.(5.1.86)
Comparandoconlaec.(5.1.74),vemosquelaaplicaci´onexponencialestablece
unarelaci´onbiun´ıvocaentreelementosdel´algebradeLieylasmatricesdelgrupo,
M(a,b,c)=exp{i(αX1+γX2+βX3)}, (5.1.87)
10Comp´areseesteresultadoconel´algebradeconmutadoresentrelacoordenadayelimpulso
conjugadodelaMec´anicaCu´antica, [P,Q]=−iI. (5.1.84)
Laasociaci´onP↔X1,Q↔X2,I↔X3esloquejustiﬁcaelnombredeestegrupo.Noobstante,
t´engaseencuentaqueX3noesla matrizidentidad.Dehecho,ela´lgebra(5.1.84)noadmite
representacionesmatriciales.Enefecto,siEfueraelespaciodeunarepresentaci´ondedimensi´on
ﬁnita,tomandolatrazadeambosmiembrosde(5.1.84)seobtienetr(PQ)−tr(QP)=0=idimE.
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cona=α,c=γyb=β+αγ2.
Evidentemente,X3eselgeneradordelcentroC(H)(verec.(5.1.77)).
Lapropiedad(5.1.85)hacequeenestecasolaf´ormuladeBaker-Campbel-
Hausdorﬀ11tambi´ensereduzcaaunn´umeroﬁnitodet´erminos,pudi´endosede-
mostrardeinmediatoqueparadosmatricesAyBenela´lgebradeLiesetiene
que
eiAeiB=ei(A+B)−12[A,B]. (5.1.88)
Apartirdelasrelaciones(5.1.83)podemosobtenerlarepresentaci´onadjuntadel
a´lgebra,
M1=i


0 0 0
0 0 1
0 0 0

, M2=−i


0 0 1
0 0 0
0 0 0

, M3=


0 0 0
0 0 0
0 0 0

,(5.1.89)
queevidentementenoesﬁel(elgruponoessemisimple)ycorrespondeaunaacci´on
trivialdeloselementosdelcentroC(H)(todoselosasociadosalamatrizidentidad).
Dadounn´umerorealpositivo ,puedeconstruirseunarepresentaci´onlineal
unitariamediantelosoperadoresdeﬁnidossobreL2(R)como
W[M(a,b,c)]f(x):=e−ibeicxf(x−a). (5.1.90)
Enefecto,
W[M(a,b,c)]W[M(a′,b′,c′)]f(x):=e−i(b+b′)eicxeic′(x−a)f(x−a−a′)=
=W[M(a+a′,b+b′+ac′,c+c′)]f(x),
(5.1.91)
mientrasque
∥W[M(a,b,c)]f(x)∥2=∥f(x)∥2. (5.1.92)
Puededemostrarsequeparacadavalorde >0seobtienedeestamanerauna
representaci´onirreducibledelgrupodeHeisenberg.
N´otesequelaacci´ondelosoperadoresW[M(a,b,c)]consisteenunatraslaci´onde
lafunci´onenunacantidada,luegounatraslaci´ondesutransformadadeFourieren
unacantidad c,paraﬁnalmentemultiplicarlafunci´onresultanteporunaconstante
dem´odulo1.
Las´unicasrepresentacionesmatricialesunitariasdeHsonrepresentacionesuni-
dimensionalesdesurepresentaci´onadjunta,ec.(5.1.89),dadaspor
wA,B[M(a,b,c)]v:=ei(Aa+Bc)v, (5.1.93)
11HenryFrederickBaker(1866-1956).JohnEdwardCampbel(1862-1924).FelixHausdorﬀ
(1868-1942).
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paraA,B∈R.
5.2. AlgebrasdeLiedelosgruposSU(2)ySO(3)
Consideremoslarepresentaci´onfundamentaldelgrupoSU(2).Suselementoson
matricesunitariasdedeterminanteiguala1.SiendoungrupodeLieconexocom-
pacto,todossuselementospuedenescribirsecomoexponencialesdevectoresenel
a´lgebradeLie,U=eiA.Entonces,
U†=e−iA†=U−1=e−iA ⇒ A†=A,
lndetU=trlnU=itrA=0.
(5.2.1)
Porlotanto,ela´lgebradeLiedeSU(2)eselespaciovectorialdelasmatricesde
2×2,autoadjuntasydetrazanula.Sudimensi´ones3(igualaladimensi´onde
SU(2)).
Unabaseconvenienteparaeseespacioestacompuestaporlasmatricesde
Pauli,
σ1=
(
0 1
1 0
)
,σ2=
(
0 −i
i 0
)
,σ3=
(
1 0
0 −1
)
, (5.2.2)
quesatisfacen
σ†k=σk,trσk=0,σiσj=δij12+iϵijkσk, (5.2.3)
dondeels´ımboloϵijkestotalmenteantisim´etrico,conϵ123=1.
SueletomarsecomogeneradoresaXk=σk/2demodoque,porc´alculodirecto,
seobtienen(paraesaelecci´on)lasconstantesdeestructura12,
[σi
2,
σj
2
]
=iϵijkσk2⇒C
kij =−ϵijk. (5.2.7)
12Losgeneradoresenlarepresentaci´onadjunta(ver(5.1.42))deSU(2)sonlasmatricesde
elementos(Mi)jk=iC kij =−iϵijk,
M1=−i


0 0 0
0 0 1
0 −1 0

, M2=−i


0 0 −1
0 0 0
1 0 0

, M3=−i


0 1 0
−1 0 0
0 0 0

, (5.2.4)
lasquetambi´ensatisfacen
[Mi,Mj]=iϵijkMk. (5.2.5)
Porotraparte,paraestaelecci´ondegeneradoreslaformadeKilingsereducea
gij=−ϵiklϵjlk=2δij. (5.2.6)
Comogijespositivadeﬁnida(y,porlotanto,regular),SU(2)essemi-simple(enrigor,simple)y
compacto.
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Cadaelementoenel´algebradeLie(combinaci´onlinealdelasσk/2)generaun
subgrupoAbelianounidimensional.Tomemosunvectornˆ∈R3,talquenini=1,y
lamemosσˆ=niσi.Sucuadradoes
σˆ2=ninjσiσj=12n
inj{σi,σj}=12n
inj2δij12=(ˆn)212=12. (5.2.8)
Entonces,empleandoeldesarroloenseriedelaexponencial,resultadeinmediato
quelasmatricesenelsubgrupoAbelianogeneradoporσˆsondelaforma
U(θˆn)=eiθˆ
σ
2=cos
(θ
2
)
12+isin
(θ
2
)
σˆ. (5.2.9)
Estassonfuncionesperi´odicasdelavariableθ,deper´ıodo4π,paratodoˆn(esdecir,
paratodarectaquepasaporelorigendel´algebradeLie),loquereﬂejaelhechode
queSU(2)escompacto.Enparticular,
U(4πˆn)=ei4π
σˆ
2=cos
(4π
2
)
12=12=U(0ˆn), (5.2.10)
paratodonˆ.
Enesascondiciones,podemosdescribirlavariedad(simplementeconexa)del
grupoSU(2)comolospuntosdeunaesferaderadio2πenR3,contodosuborde
identiﬁcadoconelelemento−12.Enefecto,
U(2πˆn)=ei2π
σˆ
2=cos
(2π
2
)
12=−12, (5.2.11)
paratodoˆn.Enestavariedad,lossubgruposAbelianosunidimensionalescorrespon-
denadi´ametrosdelaesfera(quesonl´ıneascerradas,yaqueconectandospuntos
sobreelbordedelavariedad).
ElgrupoSU(2)/Z2,homomorfoaSU(2),tieneporelementosaloscosetsUZ2≡
{+U,−U},conU∈SU(2).Dadoque
−U(θˆn)=U(2π(−ˆn))U(θˆn)=U((2π−θ)(−ˆn)), (5.2.12)
vemosquelavariedaddelgrupoSU(2)/Z2puedeserdescritacomounaesferade
radioπenR3,conlospuntosdiametralmenteopuestossobresubordeidentiﬁcados
entres´ı.Enefecto,lasmatricescorrespondientesapuntosdiametralmenteopuestos
pertenecenalmismocoset,
U(πˆn)=U(2πˆn)U(π(−ˆn))=−U(π(−ˆn)), (5.2.13)
yconsecuentementecorrespondenalmismoelementodelgrupoSU(2)/Z2que,de
esemodo,resultadoblementeconexo.
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ConsideremosahoraelgrupoSO(3),dematricesortogonalesde3×3dedetermi-
nante1.Siendoungrupo(doblemente)conexocompacto,todossuselementoyacen
sobrealg´unsubgrupoAbelianounidimensional,ypuedenserrepresentadoscomo
laexponencialdeivecesunvectordela´lgebradeLiedeestegrupo.SiR=eA,
entonces
Rt=eAt=R−1=e−A⇒At=−A
lndetR=trlnR=trA=0.
(5.2.14)
Esdecir,ela´gebradeLiedeSO(3)eselespaciovectorialdelasmatricesreales
antisim´etricas(y,enconsecuencia,detrazanula)multiplicadaspor−i.Setratade
unespaciodedimensi´on3(igualaln´umerodepar´ametrosindependientesdelgrupo
SO(3)),enelquepodemosadoptarcomobaseelconjuntodematrices
X1=−i


0 0 0
0 0 1
0 −1 0

, X2=−i


0 0 −1
0 0 0
1 0 0

, X3=−i


0 1 0
−1 0 0
0 0 0

,
(5.2.15)
(coincidentesconlosgeneradoresdeSU(2)enlarepresentaci´onadjunta!,ver(5.2.4))
demodoqueA=iαkXk.
LasconstantesdeestructuradeSO(3)correspondientesaestaelecci´ondegene-
radoresseobtienenf´acilmenteporc´alculodirectodelosconmutadores
[Xi,Xj]=iϵijkXk, (5.2.16)
demodoquetambi´enparaestegruporesultaque
C kij =−ϵijk. (5.2.17)
Estasconstantesdeestructurasonid´enticasalasantesobtenidasparaSU(2),de
modoqueestosdosgrupossonlocalmenteisomorfos(enunentornodelaidentidad).
EntoncesSU(2),simplementeconexo,eselgrupodecubrimientouniversaldelaclase
degruposlocalmenteisomorfosalaqueperteneceSO(3).
CadasubgrupoAbelianounidimensionaldeSO(3)contienelasmatricesdela
formaR(θˆn)=eiθˆX,dondeXˆ =nkXk,connˆunvectorunitarioenR3.Por
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ejemplo,parank=δk3,esf´acilveriﬁcarque13
(X3)2=


1 0 0
0 1 0
0 0 0

,(X3)3=X3. (5.2.22)
Entonces,
R(θˆe3)=eiθX3=13+isin(θ)X3+(cos(θ)−1)(X3)2. (5.2.23)
Enparticular,R(2πˆn3)=13=R(0ˆn3).
LamatrizR(θˆn3)esunafunci´onperi´odicadeθdeper´ıodo2π,ylomismose
veriﬁcaparaR(θˆn)cualquieraqueseaelvectorunitarionˆ∈R3.Deesemodo,la
variedaddelgrupoSO(3)puedeserdescritacomounaesferaderadioπenR3,con
lospuntosdiametralmenteopuestossobresubordeidentiﬁcadosentres´ı.Enefecto,
R(πˆn)=R(2πˆn)R(π(−ˆn))=R(π(−ˆn)), (5.2.24)
siendoSO(3)doblementeconexo.
Enresumen,SO(3)eslocalmenteisomorfoaSU(2);peromientrasque´estees
simplementeconexo,elprimergrupodehomotop´ıadeaqu´eles
Π1(SO(3))≈Z2≈Π1(SU(2)/Z2). (5.2.25)
DadoqueelcentrodeSU(2)esisomorfoaZ2,SO(3)s´olopuedeserglobalmente
isomorfoaSU(2)/Z2.
Enconsecuencia,SO(3)eshomomorfoaSU(2)porunhomomorﬁsmoden´ucleo
{12,−12}≈Z2.LasrepresentacionesdeSU(2)ser´an,engeneral,representaciones
proyectivas(bivaluadas)deSO(3).S´oloaquelasparalascuales
D(−U)=D(U),∀U∈SU(2)⇒D(−12)=1r=D(12) (5.2.26)
13Paraunadirecci´ongeneral,
nkXk=−i


0 n3 −n2
−n3 0 n1
n2 −n1 0

 ⇒ (nkXk)2=13−nˆ⊗nˆ, (5.2.18)
yteniendoencuentaque
(nkXk)ˆn=0 (5.2.19)
vemosque,paral≥0,
(nkXk)0=13, (nkXk)2l+1=(nkXk), (nkXk)2l+2=(nkXk)2. (5.2.20)
Enconsecuencia,
R(θˆn)=eiθnkXk=13+isinθ(nkXk)+(cosθ−1)(nkXk)2. (5.2.21)
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sonrepresentacionesordinariasdeSO(3).
5.3. AlgebrasdeLiedeotrosgruposde matrices
Lasrepresentaci´onfundamentaldecadaunodelosgruposdematricesquehemos
deﬁnidoofreceunarepresentaci´onmatricialﬁelparael´algebradeLiedeesosgrupos,
apartirdelacualesposiblededucirlaoperaci´onentrevectoresdela´lgebrade
manerasimilaracomofuehechoantesparaSU(2)ySO(3).Paraelo,representamos
elementosdelgrupocomoM =eAyestablecemos,encadacaso,lascondiciones
quedebesatisfacerlamatrizA.
Porejemplo,paraGL(n,R),grupolinealdematrices(regulares)realesden×n,
Atomavaloresenelespaciolinealdelasmatricesrealesden×n.Unabasedeese
espaciovectorialest´adadaporlasmatricescuyoselementossontodosnulossalvo
uno,tomadoiguala1:
Ekl:=|k⟩⟨l|≡ˆek(ˆel,·)⇒ (Ekl)rs=δkrδls, (5.3.1)
dondelosˆek,k=1,2,..,nformanunabaseortonormaldeRn,⟨k|l⟩≡(ˆek,ˆel)=δkl.
Existenn2detalesmatrices,quepuedensertomadascomogeneradores.Deese
modo,ela´lgebradeLiedeGL(n,R)(y,porlotanto,tambi´enelgrupoGL(n,R))
esdedimensi´onn2.
Paradeterminarlasconstantesdeestructuraasociadasconestaelecci´ondege-
neradoreshayquecalcularsusconmutadores.Teniendoencuentaque
EklErs=|k⟩⟨l|r⟩⟨s|=δlr|k⟩⟨s|, (5.3.2)
resultadeinmediato
[Ekl,Ers]=δlrEks−δskErl. (5.3.3)
ParaobtenermatricesdeGL(n,C)ser´ıanecesarioconsiderarcombinacionesli-
nealescomplejasdelosEkl.PerocomodebemosdescribiralosgruposdeLieen
t´erminosdepar´amentrosreales,m´asbiendebemosduplicareln´umerodegenerado-
resintroduciendonuevasmatrices,deﬁnidascomoE′kl=iEkl,enloqueseconoce
comolacomplexiﬁcaci´ondela´lgebradeLiedeGL(n,R).Enconsecuencia,el
grupoGL(n,C)tienedimensi´on2n2.
Paraobtenerelrestodelasconstantesdeestructura,sedebencalcularloscon-
mutadores
[Ekl,E′rs]=+δlrE′ks−δskE′rl,
[E′kl,E′rs]=−δlrEks+δskErl.
(5.3.4)
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SisetratadelgrupoSL(n,R),subgrupounimodulardeGL(n,R),susele-
mentossonmatricesrealesdedeterminante1.Entonces,siM =eA,lndetM =0
implicaqueAtienetrazanula,trA=0.
Losgeneradoresdeestegruposoncombinacioneslinealesdelosgeneradoresde
GL(n,R)contrazanula.Parak̸=l,trEkl=0,perotrEkk=1.Entoncessepueden
mantenerlosprimeros,peroesnecesariotomarcombinacionesdelosgeneradores
diagonalesquetengantrazanula.Porejemplo,sepuedetomarcomobasedel´algebra
deLiedeSL(n,R)alconjuntodegeneradores
Ekl,k̸=l,
(Ekk−Enn),k=1,2,..,n−1,
(5.3.5)
loquecorrespondeaunadimensi´ondimSL(n,R) =n2−1.Similarmente,
dimSL(n,C)=2(n2−1).
Paralosgruposunitarios,conU=eiA,lacondici´onU†=U−1implicaA†=A.
Esdecir,el´algebradeLiedeU(n)eselespaciovectorialdelasmatricesautoadjuntas
den×n.Susgeneradoressoncombinacioneslinealesautoadjuntasdelasmatrices
Ekl.TeniendoencuentaqueE†kl=(|k⟩⟨l|)†=|l⟩⟨k|=Elk,vemosqueunaelecci´on
posiblees
Mkl=Ekl+Elk,k≥l,
Nkl=i(Ekl−Elk),k>l,
(5.3.6)
dedonderesultaquedimU(n)=(n+n(n−1)/2)+n(n−1)/2=n2.Lascorres-
pondientesconstantesdeestructurasecalculanf´acilmenteapartirde(5.3.3)14.
ParaelgrupoSU(n)sedebeimponeradem´aslacondici´ondequelosgenera-
dorestengantrazanula,loquerequieretomar,porejemplo,lascombinacionesde
14Porejemplo,paraelgrupoU(2)tenemos
M11=σ0+σ3, M22=σ0−σ3,
M21=σ1, N21=σ2,
(5.3.7)
dondeσ0=12.Perotambi´enpodemostomarcomobasedel´algebradeLiedeU(2)directamente
aσ0,σ1,σ2,σ3,cuyosconmutadoresson
[σi,σj]=2iϵijkσk,
[σi,σ0]=0,i=1,2,3.
(5.3.8)
Estaa´lgebraseseparaendossub´algebrasqueconmutanentres´ı,loquereﬂejaelhechodeque
U(2)=U(1)⊗SU(2),demodoqueelgruponoessemi-simpleysuformadeKilingessingular:
g0µ=tr{M0Mµ}=tr{OMµ}=0,paraµ=0,1,2,3.
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losgeneradoresdiagonalesMkk−Mnn,conk=1,2,..,n−1.Deeloresultaque
dimU(n)=n2−1.
Paralosgruposortogonales,siR=eA,lacondici´onRt=R−1implicaAt=−A,
dedonderesultaqueel´algebradeLiedeSO(n)eselespaciolinealdelasmatrices
realesyantisim´etricasden×n,multiplicadaspor(−i).Susgeneradorespuedenser
tomadoscomo
Nkl=i(Ekl−Elk),k>l, (5.3.9)
demodoquedimSO(n)=n(n−1)/2.Lasconstantesdeestructurasecalculan
tomandolosconmutadoresdelosgeneradoresyempleando(5.3.3).
Finalmente,paraelgrupoSp(2n,R),adoptandolam´etricadeDarboux
g=
(
0 1n
−1n 0
)
=
n∑
k=1
[Ek,k+n−Ek+n,k], (5.3.10)
lacondici´onM tgM =g,conM =eA≃12n+A,implicaque
gA=−Atg={gA}t, (5.3.11)
demodoquegApertenecealespaciolinealdelasmatricesrealessim´etricasde
dimensi´on2n.Unabasededichoespaciopuedeserconstruidacomo
igXkl=Mkl=Ekl+Elk,k≥l=1,2,···,2n, (5.3.12)
demodoque
Xkl=ig{Ekl+Elk}=i
n∑
r=1
{(Er,r+n−Er+n,r)(Ekl+Elk)}=
=i
n∑
r=1
{δr+n,kEr,l+δr+n,lEr,k−δr,kEr+n,l−δr,lEr+n,k}=
=i{Ek−n,l+El−n,k−Ek+n,l−El+n,k},k≥l=1,2,···,2n,
(5.3.13)
dondeEk,l=0sik<0ok>2n.N´oteseque
trXkl=i{δk−n,l+δl−n,k−δk+n,l−δl+n,k}=0, (5.3.14)
comocorrespondealhechodequelasmatricesdeSp(2n,R)tienendeterminante1.
Estasmatricesgeneranun´algebradeLiededimensi´on
dimsp(2n,R)=2n+2n(2n−1)/2=2n2+n=n(2n+1), (5.3.15)
cuyasconstantesdeestructuraseeval´uancalculandoloscorrespondientesconmuta-
dores.Porotraparte,sucomplexiﬁcaci´oncorrespondeal´algebradeLiedeSp(2n,C),
dedimensi´on2n(2n+1).
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Lasmatricespr´oximasdelaidentidadenelgrupoSp(n):=U(2n)∩Sp(2n,C),
M≃ 12n+iA,debensatisfacer
A†=A, {gA}t=gA. (5.3.16)
SiescribimosA=
(
A B
C D
)
,dondelosbloquesA,B,C,Dsonden×n,vemos
quelaprimeradelasanteriorescondicionesimplicaqueA†=A,D†=DyC=B†,
mientrasquelasegundaimponequeD=−AtyBt=B.Enconsecuencia,
A=
(
A B
B∗ −At
)
, (5.3.17)
conAautoadjuntayBcomplejaysim´etrica.N´otesequelatrazadeesamatrizes
autom´aticamentenula.
LamatrizApuedeexpresarsecomounacombinaci´onlinealrealdelosn2gene-
radoresdelasformasMklyNklen(5.3.6),mientrasqueBdebeexpresarsecomo
combinacioneslinealescomplejasdelosn+n(n−1)2 generadoresdelaformaMkl.De
esemodo,el´algebradeLiedelgrupoSp(n)tieneunadimensi´on
dimsp(n)=n2+2×
(
n+n(n−1)2
)
=n(2n+1). (5.3.18)
Construidoslosgeneradoresdeacuerdoaesasconsideraciones,resultaunejercicio
directoelc´alculodelascorrespondientesconstantesdeestructura.
Ejemplo5.3.Consideremosel´algebradeLiedelgrupoSU(3).Unabaseparael
espaciodelasmatricesde3×3autoadjuntasydetrazanula,dedimensi´on32−1=8,
est´aformadaporlasmatricesdeGel-Mann15deﬁnidaspor
λ1:=E12+E21=


0 1 0
1 0 0
0 0 0

, λ2:=−i(E12−E21)=


0 −i0
i 0 0
0 0 0

,
λ3:=E11−E22=


1 0 0
0 −1 0
0 0 0

, λ4:=E13+E31=


0 0 1
0 0 0
1 0 0

,
λ5:=−i(E13−E31)=


0 0 −i
0 0 0
i0 0

, λ6:=E23+E32=


0 0 0
0 0 1
0 1 0

,
15MurrayGel-Mann(1929-).
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λ7:=−i(E23−E32)=


0 0 0
0 0 −i
0 i 0

,
λ8:=1√3(E11+E22−2E33)=


1√3 0 0
0 1√3 0
0 0 −2√3

.
(5.3.19)
Losgeneradoresdela´lgebrasuelendeﬁnirsecomoTk= λk2,k=1,2,...,8,de
modoquesatisfaganqueTr{TiTj}=12δij.Lascorrespondientesconstantesdees-
tructura,queresultansercompletamenteantisim´etricas,seobtienencalculandolos
conmutadores
[Ti,Tj]=−ifijkTk. (5.3.20)
Deelosseobtieneque
f123=−1, f147=f246=f257=f345=−12,
f156=f367=12, f458=f678=−
√3
2.
(5.3.21)
5.4. Medidadeintegraci´oninvariante
Lasrelacionesdeortogonalidadparagruposdeordenﬁnito,as´ıcomolaequi-
valenciadetodarepresentaci´onconunarepresentaci´onunitaria,sedemuestranha-
ciendousodelasiguientepropiedaddelassumassobreloselementosdelgrupo:
∑
g∈G
ψ(g·h−1)=∑
g′∈G
ψ(g′),∀h∈G. (5.4.1)
Parasumasparciales,sobresubconjuntosdeG,setiene
∑
g∈S⊂G
ψ(g·h−1)= ∑
g′∈S·h−1⊂G
ψ(g′),∀h∈G. (5.4.2)
Deexistirunapropiedadsimilarparaelcasodelosgruposcontinuos,lassumas
deber´ıanserconsideradascomointegralessobrelavariedad,conunamedidade
integraci´onqued´ecuentadeladensidaddeelementosdelgrupoalrededordecada
punto, ∫
S⊂G
dµ(g)ψ(g·h−1)=
∫
S·h−1⊂G
dµ(g′)ψ(g′). (5.4.3)
Pero,cambiandodevariabledeintegraci´onenelmiembrodelaizquierda,g→g′·h,
tambi´enresulta∫
S⊂G
dµ(g)ψ(g·h−1)=
∫
S·h−1⊂G
dµ(g′·h)ψ(g′). (5.4.4)
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Lasigualdades(5.4.3)y(5.4.4)deber´ıanvaler∀S⊂G,∀h∈G,yparatoda
funci´onψ(g)deﬁnidasobreelgrupo,demodoquelamedidadeintegraci´onsobre
lavariedaddeber´ıaserinvariantepormultiplicaci´onaderecha,
dµ(g·h)=dµ(g),∀g,h∈G. (5.4.5)
Esdecir,paraelcasodegruposcontinuossepodr´andemostrarpropiedadessimi-
laresalasquevalenparagruposdeordenﬁnitosiemprequesepuedaconstruiruna
medidadeintegraci´oninvariantepor multiplicaci´onaderecha(quesatisfaga
(5.4.5)),talquesuintegralsobrelavariedaddelgruposeaconvergente.
Estainvarianzadelamedidareﬂejaelhechodequelamultiplicaci´onaderecha
porhestableceunarelaci´onbiun´ıvoca(dadalaexistenciadeh−1∈G)entrelos
elementosdeunentornoUgdegylosdelaimagendeeseentorno,Ug·h.
EnelcasodegruposdeLie,unavezestablecidossistemasdecoordenadaslocales
sobrelavariedaddelgrupo,lamedidadeintegraci´onenelpuntogpuedeserreferida
asuscoordenadasβµ,
dµ(g)=ρ(β)dnβ. (5.4.6)
Entonces,ladensidaddeelementosρ(β)debetenerencuentalavariaci´onquesufre
elvolumendeSgcuandoselomultiplicaaderechaporhparaobtenerSg·h,yesa
variaci´onpuedeserdeterminadaapartirdelaleydecomposici´onenelgrupo.
Enefecto,seaaunelementopr´oximodelaidentidad,quetieneasignadascoor-
denadasαµenunsistemaparaelcuallascoordenadasdeesonεµ=0,yseaun
segundoelementobdecoordenadasβµ.Lascoordenadasdelproductoc=a·b,
γµ=ϕµ(α,β),sonfuncionesanal´ıticasdeαµ,demodoque
γµ−βµ=
(∂ϕµ(α,β)
∂αν
)
α=0
αν+O(α)2. (5.4.7)
Enconsecuencia,larelaci´onentreunvolumenelementalalrededordeeysuimagen
pormultiplicaci´onaderechaporbest´adadapor
dnβ= det
(∂ϕµ(α,β)
∂αν
)
α=0
dnα, (5.4.8)
dondedet
(∂ϕµ(α,β)
∂αν
)
α=0
≠0(ver(5.1.14)).
Entonces,tomandog=byh=b−1en(5.4.5)y(5.4.6),tenemosparauna
medidainvarianteaderecha
dµ(b·b−1)=dµ(e)=dµ(b)⇒
ρ(0)dnα=ρ(β)dnβ=ρ(β)det
(∂ϕµ(α,β)
∂αν
)
α=0
dnα,
(5.4.9)
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dedonderesultaque
ρ(β)
ρ(0)= det
(∂ϕµ(α,β)
∂αν
)
α=0
−1
. (5.4.10)
Estadensidaddeelementos,determinadaamenosdeunaconstantemultiplicativa,
permiteconstruirunamedidadeintegraci´oninvarianteaderecha.
Laintegraldeestamedidainvariantesobreunaregi´oncompactadelavariedad
delgrupodeLieconsideradopermitedeﬁnirunvolumeninvarianteaderecha
paradicharegi´on.Enparticular,elvolumeninvarianteaderechade(toda)lavarie-
daddeungrupodeLiecompactoesﬁnito.
EntodogrupodeLiepuedeconstruirsedemanerasimilarunamedidadein-
tegraci´oninvariantepor multiplicaci´onaizquierda,quedistinguimosdela
anteriorintroduciendolossub´ındicesRoLseg´unelcaso.
Ladensidaddeelementosqueapareceenlaexpresi´ondelamedidainvariantea
izquierdaest´adadapor
dµL(b)=ρL(β)dnβ,
ρL(β)
ρL(0)= det
(∂ϕµ(β,α)
∂αν
)
α=0
−1
.
(5.4.11)
EnamboscasossueledeﬁnirseρL(0)=1=ρR(0).
Enprincipio,lasmedidasinvariantesaderechaeizquierdasondiferentes.Sin
embargo,enciertoscasos(comoeldelosgruposdeLiecompactos)resultanser
iguales.
Sitrasladamosunvolumenelementaltomadoalrededordee,primeropormulti-
plicaci´onaderechaporbyluegopormultiplicaci´onaizquierdaporb−1,engeneralno
sevuelvealaregi´ondepartida,sinoquesuimagentendr´aunvolumendistorsionado
porunfactordeampliﬁcaci´on.Enefecto,
dnα=dµR(e)=dµR(e·b)=ρR(β)dnβ=
(ρR(β)
ρL(β)
)
ρL(β)dnβ=
(ρR(β)
ρL(β)
)
dµL(b)=
(ρR(β)
ρL(β)
)
dµL(b−1·b)=
(ρR(β)
ρL(β)
)
dµL(e)=
(ρR(β)
ρL(β)
)
dnα(1),
(5.4.12)
esdecir,
dnα(1)=
(ρL(β)
ρR(β)
)
dnα=f(β)dnα. (5.4.13)
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Sisobreelelementodevolumenresultanteserealizannuevamentelastraslacio-
nes,aderechaporbyaizquierdaporb−1,elvolumenresultanteaparecer´acorregido
porelfactordeampliﬁcaci´on(f(β))2,yengeneral,trasrealizarNvecesesaopera-
ci´on,
dnα(N)=(f(β))Ndnα. (5.4.14)
Pero,dadalaasociatividaddelproductoenG,esefactorestambi´enelquecorres-
pondealatraslaci´onaderechaporbN yaizquierdaporb−N.
N´otesequeparatodoNﬁnito,esatransformaci´onesinversible,siendosuinversa
lamultiplicaci´onaderechaporb−N yaizquierdaporbN,alaqueevidentemente
correspondeelfactordeampliﬁcaci´ondevolumen(f(β))−N.
Ahorabien,sif(β)>1entonces(f(β))N resultamayorquecualquiern´umero
positivocons´olotomarN suﬁcientementegrande.Peroesonoesposibleenun
grupodeLiecompacto,puestoquelatransformaci´onhadeserinversibleparatodo
Nyelvolumendelavariedadenesecasoesﬁnito.Enefecto,sif(β)>1enun
abiertodevolumenﬁnitosobrelavariedad,elvolumendelaregi´onimagensuperar´ıa
aldelavariedadtodacons´olotomarNsuﬁcientementegrande,yenesecasola
transformaci´onnoser´ıabiun´ıvoca.
Conunrazonamientosimilarsemuestraquef(β)nopuedesermenorque1.Por
lotantof(β)=1,loqueimplicalaigualdaddelasmedidasinvariantesaderechae
izquierdaparatodogrupodeLiecompacto16,
ρL(β)=ρR(β)⇒dµL(b)=dµR(b),∀b∈G. (5.4.15)
ElvolumeninvariantedeungrupodeLiecompactosedeﬁnecomolaintegral
delamedidainvariante(tantoaizquierdacomoaderecha)sobresuvariedad,
V[G]:=
∫
G
dµ(g)<∞. (5.4.16)
Estosresultadospermitenmostrar,enparticular,quetodarepresentaci´onma-
tricialdeungrupodeLiecompactoesequivalenteaunarepresentaci´onunitaria,
as´ıcomolaortogonalidaddelasfuncionesdecaracteresderepresentacionesirredu-
ciblesnoequivalentesrespectodelamedidainvariantedelgrupo.
5.5. MedidainvarianteparalosgruposSO(3)ySU(2)
Paracalcularlamedidadeintegraci´oninvariantesobreelgrupoSO(3),prime-
ronotemosquesuvariedad(unaesferamacizaderadioπenR3conlospuntos
diametralmenteopuestossobresubordeidentiﬁcadosentres´ı)essim´etricafrente
16Tambi´enesposiblemostrarlaigualdaddelasmedidasinvariantesaizquierdayderechade,
enparticular,losgrupossimplesysemi-simples.
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arotaciones.Dosrotacionesenunmismoa´ngulosonconjugadasunadelaotra,
siendoelelementoquelasrelacionalarotaci´onquelevaelejederotaci´ondela
primeraacoincidirconeldelasegunda.Deesemodo,ladensidaddeelementos
deSO(3)alrededordeunarotaci´onparticulardepender´adel´angulodelarotaci´on,
peronodeladirecci´ondesuejederotaci´on.
Entonces,sinp´erdidadegeneralidad,consideraremoslamedidadeintegraci´on
alrededordelelementob→ R(θˆe3)=eiθX3.Paraelodebemostrasladarpor
multiplicaci´onaderechaporlamatriz
R(θˆe3)=eiθX3=


cosθ sinθ 0
−sinθ cosθ 0
0 0 1

 (5.5.1)
elementospr´oximosdelaidentidadquetienenlaforma
a→S=eiαkXk=


1 α3 −α2
−α3 1 α1
α2 −α1 1

+O(α)2. (5.5.2)
Tenemosentonces
R′=SR(θˆe3)=eiθX3+


−α3sinθ α3cosθ −α2
−α3cosθ −α3sinθ α1
α1sinθ+α2cosθ −α1cosθ+α2sinθ 0

+O(α)2,
(5.5.3)
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dondeR′tambi´enpuedeescribirsedelaforma17
R′=ei(φ1X1+φ2X2+(φ3+θ)X3)=eiθX3+


−φ3sinθ φ3cosθ −φ1(cosθ−1θ
)−φ2sinθθ
−φ3cosθ −φ3sinθ φ1sinθθ −φ2
(cosθ−1
θ
)
−φ1(cosθ−1θ
)+φ2sinθθ −φ1sinθθ −φ2
(cosθ−1
θ
) 0

+O(φ)2.
(5.5.7)
Entonces,amenosdet´erminosdeorden(α)2,
φ3=α3
2sinθ/2
θ
(
cosθ/2 sinθ/2
−sinθ/2cosθ/2
)(
φ1
φ2
)
=
(
α1
α2
)
,
(5.5.8)
dedonderesultaque 

φ1
φ2
φ3

=M(θ)


α1
α2
α3

, (5.5.9)
con
M(θ)= θ2sinθ/2


cosθ/2 −sinθ/2 0
sinθ/2 cosθ/2 0
0 0 2sinθ/2θ

. (5.5.10)
Enconsecuencia,ladensidadρ(θ),ques´olodependedel´anguloθ,est´adadapor
elJacobianodeesatransformaci´on,
ρ(θ)= 1detM(θ)=
4sin2(θ/2)
θ2 ,∀ˆn. (5.5.11)
Lamedidainvariantepuedeescribirseentoncescomo
dµ[SO(3)](R(θˆn))=ρ(θ)θ2dθdΩ2=4sin2(θ/2)dθdΩ2, (5.5.12)
17T´engaseencuentaque,paranknk=1,
nkXk=−i


0 n3 −n2
−n3 0 n1
n2 −n1 0

, (5.5.4)
(nkXk)2=


(n2)2+(n3)2 −n1n2 −n1n3
−n1n2 (n1)2+(n3)2 −n2n3
−n1n3 −n2n3 (n1)2+(n2)2

=13−nˆ⊗nˆ, (5.5.5)
yque
(nkXk)ˆn=0⇒(nkXk)3=nkXk. (5.5.6)
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dondedΩ2eselelementodeintegraci´onsobrelaesferaS2.
Elvolumeninvariantedeestegrupoes
V[SO(3)]=
∫π
0
∫
S2
4sin2(θ/2)dθdΩ2=
=16π
∫π
0
1−cosθ
2 dθ=8π
2.
(5.5.13)
ParahalarlamedidainvarianteparaelgrupoSU(2),tengamosencuentaque
SO(3)≈SU(2)/Z2,yquesuvariedadesunaesferaenR3deradio2πconsuborde
identiﬁcadoconelelemento−12.
Porlotanto,paraθ<πlamedidainvariantedeSU(2)coincideconladeSO(3),
siendoentoncess´olofunci´ondeθ.PerocomoloselementosdeSU(2)/Z2soncosets
delaforma{U,−U},yest´anencorrespondenciabiun´ıvocaconloselementosde
SO(3),lamedidadeintegraci´onalrededorde−U(θˆn)=U((2π−θ)(−ˆn))debeser
lamismaquealrededordeU(θˆn).Enconsecuencia,paraθ>π
dµ(U(θˆn))=dµ(U((2π−θ)(−ˆn)))=
=4
(
sin
(2π−θ
2
))2
dθdΩ2=4sin2(θ/2)dθdΩ2.
(5.5.14)
Porlotanto,lamedidadeintegraci´oninvariante(tantoaizquierdacomoa
derecha)sobreelgrupoSU(2)est´adadapor
dµ[SU(2)](U(θˆn))=4sin2(θ/2)dθdΩ2,0≤θ≤2π, (5.5.15)
yelvolumeninvariantedeestegrupoes
V[SU(2)]=
∫2π
0
∫
S2
4sin2(θ/2)dθdΩ2=
=16π
∫2π
0
1−cosθ
2 dθ=16π
2.
(5.5.16)
5.6. RepresentacionesunitariasirreduciblesdelgrupoSU(2)
ComoSU(2)esungrupodeLiecompacto,todarepresentaci´onmatriciales
equivalenteaunarepresentaci´onunitaria.Entonces,bastaconconsiderarrepresen-
tacionesmatricialesdela´lgebradeLiedeSU(2)cuyosgeneradoresseanmatrices
autoadjuntas.Enefecto,silasmatricesJksatisfacen
J†k=Jk,k=1,2,3,
[Ji,Jj]=iϵijkJk,∀i,j,k,
(5.6.1)
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entonceslasmatricesdelarepresentaci´on(obtenidasmediantelaaplicaci´onexpo-
nencial)sonunitarias,
[D(U(θˆn))]†=
[
eiθnkJk
]†=e−iθnkJ†k=
e−iθnkJk=[D(U(θˆn))]−1,∀U(θˆn)∈SU(2).
(5.6.2)
Porotraparte,elinvariantecuadr´aticodeCasimir18enestarepresentaci´onJ2:=
(J1)2+(J2)2+(J3)2conmutaconlosgeneradores,
[J2,Jj]=Ji[Ji,Jj]+[Ji,Jj]Ji=iϵijk(JiJk+JkJi)=0, (5.6.5)
porloqueJ2(=(J2)†)conmutacontodosloselementosdelarepresentaci´onma-
tricialconsiderada, [
J2,eiθnkJk
]
=0,∀θ,ˆn. (5.6.6)
Enconsecuencia,sisetratadeunarepresentaci´onirreducible,elLemadeSchur
requierequeseaproporcionalalamatrizidentidad,
J2=λ1, (5.6.7)
dondeelvalordeλ(≥0puestoqueJ2essumadecuadradosdematricesautoad-
juntas)caracterizalarepresentaci´on.
Setrataentoncesdeconstruirelespacioderepresentaci´oncorrespondienteauna
representaci´onunitariairreducible,caracterizadaporunautovalordeJ2que,por
conveniencia,escribiremoscomoλ=j(j+1),conj≥0.
18Elinvariantefundamentalcuadr´aticoenunadadarepresentaci´onmatricialdeun´algebrade
Liesemi-simpleest´adadopor
K=gµνXµXν, (5.6.3)
dondegµνeslainversadelaformadeKiling.Resultainmediatomostrarqueconmutaconlos
generadoresenesarepresentaci´on,
[K,Xλ]=gµν[Xµ,Xλ]Xν+gµνXµ[Xν,Xλ]=
=−iCµλσgσρgµν(XρXν+XνXρ)=0, (5.6.4)
dadoquelasconstantesCµλσsontotalmenteantisim´etricas.EnelcasodeSU(2),lasconstantes
deestructurasonC kij =−ϵijk,demodoquegij=−ϵiklϵjlk=2δij⇒ gij= 12δij.Noobstante,
porconvenienciaselonormalizacomoK→J2=δijJiJj.
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Podemoselegirunabaseparaeseespacioformadaporautovectoressimult´aneos
deJ2ydeJ319,
J2|jm⟩=j(j+1)|jm⟩,
J3|jm⟩=m|jm⟩,
(5.6.8)
quesupondremosnormalizados,⟨jm′|jm⟩=δm′m (dondehemosempleadolano-
taci´ondeDiracparavectoresyformaslineales).
TomandolascombinacionesJ±=J1±iJ2,lasreglasdeconmutaci´on(5.6.1)se
reducena
[J3,J±]=±J±,
[J+,J−]=2J3,
(5.6.9)
mientrasqueporc´alculodirectoresultaque
J−J+=J2−J3(J3+1)
J+J−=J2−J3(J3−1).
(5.6.10)
Entonces,
J−J+|jm⟩={j(j+1)−m(m+1)}|jm⟩,
J+J−|jm⟩={j(j+1)−m(m−1)}|jm⟩.
(5.6.11)
Teniendoencuentaque(J±)†=J∓,lasanterioresigualdadesimplicanque
∥J+|jm⟩∥2=⟨jm|J−J+|jm⟩=(j−m)(j+m+1)≥0,
∥J−|jm⟩∥2=⟨jm|J+J−|jm⟩=(j+m)(j−m+1)≥0,
(5.6.12)
dedonde
(j2−m2)((j+1)2−m2)≥0. (5.6.13)
Esasdesigualdadessonsatisfechass´olosij2≥m2,esdecir,silosautovaloresde
J3
−j≤m≤j. (5.6.14)
Porotraparte,de(5.6.9)resultaque
J3(J±|jm⟩)=J±(J3±1)|jm⟩=(m±1)J±|jm⟩. (5.6.15)
19Elrangodeun´algebradeLieeselm´aximon´umerodegeneradoresqueconmutanentres´ı.
EnelcasodelgrupoSU(2)elrangoes1,deacuerdoalaec.(5.6.1).
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Porlotanto,poraplicaci´ondeloperadorJ+(J−)alvector|jm⟩resultaunnuevo
autovectordeJ3conautovaloraumentado(disminuido)en1:
J+|jm⟩={(j−m)(j+m+1)}1/2|j(m+1)⟩,
J−|jm⟩={(j+m)(j−m+1)}1/2|j(m−1)⟩,
(5.6.16)
dondelosfactoresdeproporcionalidadhansidoﬁjadosdeacuerdocon(5.6.12).
Perocomomnopuedetomarvaloressuperioresaj,debeexistirunvalorm´aximo
paraelautovalordeJ3,−j≤M ≤j,talque
J+|jM⟩=0, (5.6.17)
demodoque
∥J+|jM⟩∥2=(j−M)(j+M+1)=0
⇒M =j.
(5.6.18)
Apartirdeesevector,poraplicaci´ondeJ−,sepuedegenerarelrestodelos
vectoresdelabasedelespaciodelarepresentaci´on,
(J−)n|jM⟩∼|j(M−n)⟩,conn∈N. (5.6.19)
Peroesteespacioesdedimensi´onﬁnita(portratarsedeunarepresentaci´on
matricial)y,comohemosvisto,losautovaloresdeJ3debensermayoresque−j.
Estosigniﬁcaqueeseprocesodebeterminarparaalg´unenteron≥0,esdecir,
J−|j(M−n)⟩=0. (5.6.20)
Igualandolanormadeestevectoracero,
∥J−|j(M−n)⟩∥2=(j+M−n)(j−M+n+1)=0, (5.6.21)
obtenemosM =j=n−j.Esdecir,j=n/2,conn∈Z+.
Enconsecuencia,elespaciodelarepresentaci´onunitariairreducibledeSU(2)
caracterizadaporelenteroosemienteroj=n/2,conn=0,1,...,est´agenerado
porlosvectores
{|jm⟩, m=−j,−j+1,..,j−1,j}, (5.6.22)
siendosudimensi´onn+1=2j+1.
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Referidosaesabase,losgeneradorestienenporelementosdematriza
⟨jm′|J2|jm⟩=j(j+1)δm′,m,
⟨jm′|J3|jm⟩=mδm′,m,
⟨jm′|J+|jm⟩={(j−m)(j+m+1)}1/2δm′,m+1,
⟨jm′|J−|jm⟩={(j+m)(j−m+1)}1/2δm′,m−1.
(5.6.23)
Porlodichoanteriormente,vemosqueesposibleconstruirrepresentacionesirre-
duciblesdelgrupoSU(2)decualquierdimensi´on.
Paraj=0,ladimensi´ondelespacioderepresentaci´ones2j+1=1,lasmatrices
querepresentanalosgeneradoressontodasnulas,yseobtienelarepresentaci´on
trivialdelgrupo.
Paraj=1/2,ladimensi´ones2j+1=2,losgeneradoresest´andadospor
J2=34
(
1 0
0 1
)
,J3=12
(
1 0
0 −1
)
,J+=
(
0 1
0 0
)
, (5.6.24)
esdecir,
J1=12σ1,J2=
1
2σ2,J3=
1
2σ3, (5.6.25)
yseobtienelarepresentaci´onfundamentaldelgrupo.
Paraj=1,ladimensi´ones2j+1=3,J2=213,ylosgeneradoresest´andados
por
J3=


1 0 0
0 0 0
0 0 −1

,J+=


0 √2 0
0 0 √2
0 0 0

, (5.6.26)
obteni´endoseunarepresentaci´onequivalentealaadjunta20.
20Enefecto,
J3=A−1X3A, conA= 1√2


−i 0 i
1 0 1
0 1 0

. (5.6.27)
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Enelcasogeneral,J3=diag(j,j−1,..,−j+1,−j).Entonces,lamatrizque
correspondealelemento−12∈SU(2)seexpresa,porejemplo,como
D(U(2πˆe3))=ei2πJ3=
=diag
(
ei2πj,ei2π(j−1),..,ei2π(j−2j+1),ei2π(j−2j)
)
=
=ei2πj12j+1,
(5.6.28)
demodoqueesasrepresentacionessonﬁelessiys´olosijesunsemientero.
Enesascondiciones(ver(5.2.26)),lasrepresentacionesunitariasirreduciblesde
SU(2)sonrepresentacionesordinariasdeSO(3)s´olosiei2πj=1,esdecir,s´olosij
esunentero:j=0,1,2,..Porlotanto,lasrepresentacionesirreduciblesdelgrupo
SO(3)sondedimensi´onimpar.
Similarmentealoqueocurreconelgrupoderotaciones,SO(3),sepuedede-
mostrarquedoselementosdeSU(2),U(θ′ˆn′)yU(θˆn),sonconjugadossiys´olosi
θ′=θ,cualesquieraqueseanlosvectoresunitariosnˆ,nˆ′∈R3.
Loscaracteresdelarepresentaci´onirreduciblej(caracteressimples),
χ(j)(θ)=tr{D(j)(U(θˆn))}, (5.6.29)
sonunapropiedaddecadaclasedeelementosconjugadosenelgrupo,demodoque
puedensercalculadostomandonˆenladirecci´onm´asconveniente.Porejemplo,
χ(j)(θ)=tr
{
eiθJ3
}
=∑jm=−jeimθ=e−ijθ
∑2j
m=0eimθ
=e−ijθ
(
1−ei(2j+1)θ
1−eiθ
)
=sin[(j+1/2)θ]sin[θ/2] .
(5.6.30)
Recurriendoalamedidadeintegraci´oninvarianteantescalculadasepuedeve-
riﬁcarlaortogonalidaddelosvectoresdecaracteres,
1
V[SU(2)]
∫
dµSU(2)
(
χ(j′)(θ)
)∗χ(j)(θ)=
1
16π2
∫2π
0
4sin2[θ/2]dθdΩ2sin[(j
′+1/2)θ]sin[(j+1/2)θ]
sin2[θ/2] =
1
π
∫2π
0
dθ12{cos[(j
′−j)θ]−cos[(j′+j+1)θ]}=δj′,j.
(5.6.31)
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5.7. Productodirectoderepresentaciones.Descomposici´ondeClebsh-
Gordan
Tomandoelproductodirectodedosrepresentacionesunitariasirreduciblesde
SU(2),D(j1)yD(j2),seobtieneunanuevarepresentaci´on,quepuedeasuvezdes-
componersecomosumadirectaderepresentacionesirreducibles,
D(j1⊗j2):=D(j1)⊗D(j2)=⊕
j
ajD(j), (5.7.1)
dondeaj∈Z+.
Por otra parte,los caracteres delarepresentaci´on producto directo,
χ(j1⊗j2)(θ),sonelproductodeloscaracteressimplesχ(j1)(θ)yχ(j2)(θ),
χ(j1⊗j2)(θ)=χ(j1)(θ)χ(j2)(θ)=
j1∑
m1=−j1
eim1θ
j2∑
m2=−j2
eim2θ=
=
j1+j2∑
j=|j1−j2|
j∑
m=−j
eimθ=
j1+j2∑
j=|j1−j2|
χ(j)(θ).
(5.7.2)
Esdecir,aj=1para|j1−j2|≤j≤j1+j2,yaj=0entodootrocaso21.
Elespaciodelarepresentaci´onD(j1⊗j2)est´ageneradoporlosvectores
|j1j2m1m2⟩:=|j1m1⟩⊗|j2m2⟩, (5.7.4)
perolossubespaciosinvariantescorrespondientesalasrepresentacionesirreducibles
quecontieneest´angeneradosporlascombinaciones
|j1j2;jm⟩=
j1∑
m1=−j1
j2∑
m2=−j2
|j1j2m1m2⟩⟨j1j2m1m2|j1j2;jm⟩, (5.7.5)
dondeloscoeﬁcientesdelatransformaci´on,⟨j1j2m1m2|j1j2;jm⟩,sonlamados
coeﬁcientesdeClebsh-Gordan(cuandolosdistintosvectoresest´antodosnor-
malizadosa1ydemodotalqueloscoeﬁcientesseanreales).
21Esteresultadopuedeobtenersereordenandolassumasen(5.7.2),obienempleandolaorto-
gonalidaddecaracteres,ecuaci´on(5.6.31),
1
V[SU(2)]
∫
dµSU(2)
(
χ(j)(θ)
)∗χ(j1⊗j2)(θ)=
=1π
∫2π
0
dθsin[(j+1/2)θ]sin[(j1+1/2)θ]sin[(j2+1/2)θ]sin[θ/2] =
=
{ 1,para|j1−j2|≤j≤j1+j2,
0,paraj<|j1−j2|oj>j1+j2.
(5.7.3)
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Referidasaesabase,lasmatricesdelarepresentaci´onD(j1⊗j2)sonlevadasala
formadiagonalenbloques
D(j1⊗j2)⇀


D(j1+j2) 0 .... 0
0 D(j1+j2−1) 0 .. 0
0 0 .... 0
.. .. .... ..
0 0 0 .. D(|j1−j2|)


. (5.7.6)
N´oteseque
j1+j2∑
j=|j1−j2|
(2j+1)=(2j1+1)(2j2+1). (5.7.7)
Siconsideramoselementoscercadelaidentidaddelgrupo,
D(j1⊗j2)=1(j1⊗j2)+iαkJ(j1⊗j2)k +O(α)2=
=
{
1(j1)+iαkJ(j1)k +O(α)2
}
⊗
{
1(j2)+iαkJ(j2)k +O(α)2
}
=
=1(j1)⊗1(j2)+iαk
{
J(j1)k ⊗1(j2)+1(j1)⊗J(j2)k
}
+O(α)2.
(5.7.8)
Perotambi´en
D(j1⊗j2)=⊕j1+j2j=|j1−j2|
{
1(j)+iαkJ(j)k +O(α)2
}
=
=⊕j1+j2j=|j1−j2|1(j)+iαk
⊕j1+j2
j=|j1−j2|J(j)k +O(α)2,
(5.7.9)
dedonderesultaque
J(j1⊗j2)k =J(j1)k ⊗1(j2)+1(j1)⊗J(j2)k =
=⊕j1+j2j=|j1−j2|J(j)k ,
(5.7.10)
parak=1,2,3.
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Entonces,aplicadoalosvectoresdelabase(5.7.5),
J(j1⊗j2)k |j1j2;jm⟩=
=
{⊕j1+j2
j′=|j1−j2|J(j
′)
k
}
|j1j2;jm⟩=J(j)k |j1j2;jm⟩=
=
{
J(j1)k ⊗1(j2)+1(j1)⊗J(j2)k
}
|j1j2;jm⟩=
=
j1∑
m1=−j1
j2∑
m2=−j2
⟨j1j2m1m2|j1j2;jm⟩
×
{
J(j1)k |j1m1⟩⊗|j2m2⟩+|j1m1⟩⊗J(j2)k |j2m2⟩
}
.
(5.7.11)
Enparticular,
J(j1⊗j2)3 |j1j2;jm⟩=
=J(j)3 |j1j2;jm⟩=m|j1j2;jm⟩=
=
j1∑
m1=−j1
j2∑
m2=−j2
⟨j1j2m1m2|j1j2;jm⟩
×
{
J(j1)3 |j1m1⟩⊗|j2m2⟩+|j1m1⟩⊗J(j2)3 |j2m2⟩
}
=
=
j1∑
m1=−j1
j2∑
m2=−j2
(m1+m2)|j1j2m1m2⟩⟨j1j2m1m2|j1j2;jm⟩,
(5.7.12)
y
J(j1⊗j2)− |j1j2;jm⟩=
=J(j)− |j1j2;jm⟩=[(j+m)(j−m+1)]1/2|j1j2;j(m−1)⟩=
=
j1∑
m1=−j1
j2∑
m2=−j2
⟨j1j2m1m2|j1j2;jm⟩
×
{
J(j1)− |j1m1⟩⊗|j2m2⟩+|j1m1⟩⊗J(j2)− |j2m2⟩
}
=
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=
j1∑
m1=−j1
j2∑
m2=−j2
⟨j1j2m1m2|j1j2;jm⟩
×
{
[(j1+m1)(j1−m1+1)]1/2|j1(m1−1)⟩⊗|j2m2⟩
+[(j2+m2)(j2−m2+1)]1/2|j1m1⟩⊗|j2(m2−1)⟩
}
.
(5.7.13)
Consideremoselcasoj1=1/2=j2.Deloanteriorsabemosqueelproduc-
todirectodeesasdosrepresentacionessedescomponeenlasumadirectadelas
representacionesconj=0,1,yquelosgeneradorespuedenexpresarsecomo
J(1/2⊗1/2)k =J(1/2)k ⊗12+12⊗J(1/2)k =J(1)k ⊕J(0)k . (5.7.14)
Notemosque
J(1/2⊗1/2)3 |1/21/2⟩⊗|1/21/2⟩=
(1
2+
1
2
)
|1/21/2⟩⊗|1/21/2⟩, (5.7.15)
yque´eseesel´unicovectordelespaciodelarepresentaci´on(1/2⊗1/2)conautovalor
m=1,porloquenecesariamente
|1/21/2;11⟩=|1/21/2⟩⊗|1/21/2⟩. (5.7.16)
Poraplicaci´ondeJ(1/2⊗1/2)− sobreesevectorsepuedegenerarelrestodelabase
correspondientealarepresentaci´onirreduciblej=1:
J(1/2⊗1/2)− |1/21/2;11⟩=[(1+1)(1−1+1)]1/2|1/21/2;10⟩=
[(1/2+1/2)(1/2−1/2+1)]1/2|1/2(1/2−1)⟩⊗|1/21/2⟩
+[(1/2+1/2)(1/2−1/2+1)]1/2|1/21/2⟩⊗|1/2(1/2−1)⟩,
(5.7.17)
esdecir
|1/21/2;10⟩=
= 1√2{|1/2−1/2)⟩⊗|1/21/2⟩+|1/21/2⟩⊗|1/2−1/2⟩}.
(5.7.18)
Similarmente,
J(1/2⊗1/2)− |1/21/2;10⟩=[(1+0)(1−0+1)]1/2|1/21/2;1−1⟩=
2√2[(1/2+1/2)(1/2−1/2+1)]
1/2|1/2−1/2⟩⊗|1/2−1/2⟩,
(5.7.19)
esdecir,
|1/21/2;1−1⟩=|1/2−1/2⟩⊗|1/2−1/2⟩. (5.7.20)
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Ahorabien,elvectorquegeneraelespacio(unidimensional)delarepresenta-
ci´onirreduciblej=0debeserortogonalalosanteriores,ycorresponderalautovalor
m=0deJ(1/2⊗1/2)3 ,porloque(unaveznormalizado)necesariamentees
|1/21/2;00⟩=
= 1√2{|1/2−1/2)⟩⊗|1/21/2⟩−|1/21/2⟩⊗|1/2−1/2⟩}.
(5.7.21)
Delasigualdades(5.7.16),(5.7.18),(5.7.20)y(5.7.21)resultainmediatodeter-
minarloscoeﬁcientesdeClebsh-Gordan:


⟨1/21/21/21/2|1/21/2;11⟩=1,
⟨1/21/2(±1/2)(∓1/2)|1/21/2;10⟩=1/√2,
⟨1/21/2(−1/2)(−1/2)|1/21/2;1(−1)⟩=1,
⟨1/21/2(∓1/2)(±1/2)|1/21/2;00⟩=±1/√2,
(5.7.22)
conlosdem´ascoeﬁcientesnulos.
Elproductodirectodelasrepresentacionesj1=1yj2=1/2sedescomponeen
lasumadirectadelasrepresentacionesirreduciblesj=3/2,1/2.Susgeneradores
puedenexpresarsecomo
J(1⊗1/2)k =J(1)k ⊗12+13⊗J(1/2)k =J(3/2)k ⊕J(1/2)k . (5.7.23)
El(´unico)vectorcorrespondientealm´aximoautovalorposibledeJ(1⊗1/2)3 ,m=
3/2,es
|11/2;3/23/2⟩=|11⟩⊗|1/21/2⟩, (5.7.24)
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yapartirde´el,aplicacndoreiteradamenteeloperadorJ(1⊗1/2)− ,seobtienenlosdem´as
vectoresdelabasedelespaciodelarepresentaci´onj=3/2:
|11/2;3/21/2⟩=
= 1√3
{√2|10⟩⊗|1/21/2⟩+|11⟩⊗|1/2−1/2⟩
}
,
|11/2;3/2−1/2⟩=
= 1√3
{√2|10⟩⊗|1/2−1/2⟩+|1−1⟩⊗|1/21/2⟩
}
,
|11/2;3/2−3/2⟩=|1−1⟩⊗|1/2−1/2⟩.
(5.7.25)
Ahorabien,existenenelespacioproductodirectodosvectoreslinealmentein-
dependientesquecorrespondenalmismoautovalorm=1/2deJ(1⊗1/2)3 .Unacom-
binaci´onlinealparticulardeelosdaelvector|11/2;3/21/2⟩de(5.7.25),mientras
queunacombinaci´onortogonalaeladebeserproporcionalalvectordem´aximom
(=1/2)delarepresentaci´onj=1/2,
|11/2;1/21/2⟩=
= 1√3
{
|10⟩⊗|1/21/2⟩−√2|11⟩⊗|1/2−1/2⟩
}
.
(5.7.26)
Poraplicaci´ondeJ(1⊗1/2)− secompletalabase,
|11/2;1/2−1/2⟩=
= 1√3
{
|10⟩⊗|1/2−1/2⟩−√2|1−1⟩⊗|1/21/2⟩
}
,
(5.7.27)
yde(5.7.24),(5.7.25),(5.7.26)y(5.7.27)sedeterminanloscoeﬁcientesdeClebsh-
Gordanparaesteproductodirectoderepresentaciones.
5.8. Clasiﬁcaci´ondelasa´lgebrasdeLiesimples
UnsubespacioFdela´lgebradeLieasociadaaungrupodeLieG,F ⊂G,
constituyeunasub´algebradeLiesi[Y1,Y2]∈FparatodoY1,Y2∈F.Esta
sub´algebracorrespondeaunsubgrupodeLieH⊂G.
EsesubgrupoHesinvariantesisecumpleadem´asque[X,Y]∈Fparatodo
X∈GyparatodoY∈F.EnesecasosedicequeelsubespacioFesunideal.
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Un´algebradeLieGsedicesimplesitienedimensi´ondimG≥2ynocontiene
idealespropios(distintosdeGyde{0})22.
Una´lgebradeLieGsedicesemi-simplesieslasumadirectadea´lgebrasde
Liesimples23.
E´lieCartan24hadadounaclasiﬁcaci´oncompletadelas´algebrasdeLiesimples
empleandolaspropiedadesdesurepresentaci´onadjunta,quesiempreesirreducible.
Elrangor<ndeuna´lgebradeLiesemi-simplededimensi´onneselm´axi-
mon´umerodevectoreslinealmenteindependientesdeeseespacioquepuedenser
seleccionadosdemodoqueconmutenentres´ı.
Unconjuntoderdetalesvectoresgeneraunasub´algebraabelianadel´algebrade
Lie,lamadasub´algebradeCartan,
[Hi,Hj]=0, parai,j=1,2,...,r. (5.8.1)
Enesascondiciones,Cartanhademostradoquesiempreesposibleseleccionar
unconjuntoden−rcombinacioneslineales(engeneralcomplejas25)degeneradores
linealmenteindependientesentres´ıydelosanteriores,E¯α,demodoqueelasresulten
servectorespropiossimult´aneosdelasoperacionesdeconmutaci´onconlosHi,
[Hi,E¯α]=αiE¯α, i=1,2,...,r, (5.8.2)
correspondientesaautovaloresαinotodosnulos.Adem´as,siempreesposibleelegir
losgeneradoresHidemaneratalqueesosautovaloresseanreales.
Deesemodo,elconjuntodelosrautovaloresαicorrespondientesalgenerador
E¯αformanunvectornonulodeunespaciorealr-dimensional,α¯∈Rr,lamadora´ız
correspondienteaE¯α.Similarmente,de(5.8.1)podemosdecirquelosgeneradores
Hicorrespondenara´ıcesnulas.
Tambi´ensedemuestraquelasra´ıcessonnodegeneradas,aexcepci´ondelara´ız
nula,yquesiα¯esunara´ızentonces−α¯tambi´enloes.M´asgeneralmente,parados
ra´ıcesα¯yβ¯cualesquieraresultaque2(¯α·¯β)/(¯α·¯α)=n∈Zyque(¯β−n¯α)
estambi´enra´ız.Enesasexpresiones,elproductoescalarentrera´ıcesest´adeﬁnido
22Una´lgebradeLiesimplecorrespondeaungrupodeLiesimple,esdecir,ungrupoque
nocontienesubgruposdeLiepropiosinvariantes.
23Una´lgebradeLiesemi-simplecorrespondeaungrupodeLiequeesproductodirectode
gruposdeLiesimples.Enparticular,ungrupodeLiesemi-simplenocontienesubgruposdeLie
invariantesabelianos.
24´ElieCartan(1869-1951)
25Estocorrespondeatomarelementosdelacomplexiﬁcaci´ondela´lgebradeLie,peroman-
teniendoeln´umerodegeneradoreslinealmenteindependientesigualaladimensi´ondela´lgebra
original.
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ent´erminosdelaformadeKiling26restringidaalasub´algebradeCartancomo(¯α·¯β):=αiβi,dondeαigij=αj.
Enparticular,si(¯α·¯β)>0⇒ 2(¯α·¯β)=n(¯α·¯α)=m(¯β·¯β),conn,m∈N,
loquerestringelos´angulosentrera´ıcesas´olounaspocasposibilidadesycondiciona
larelaci´onentresuslongitudes.Enefecto,
cos2(θαβ)=
(¯α·¯β)2
(¯α·¯α)(¯β·¯β)=
nm
4 ≤1,
(¯β·¯β)
(¯α·¯α)=
n
m.
(5.8.3)
Porotraparte,delaidentidaddeJacobiresultaque
[Hi,[E¯α,E¯β
]]=[E¯α,[Hi,E¯β
]]+[[Hi,E¯α],E¯β
]=
=(αi+βi)[E¯α,E¯β
],
(5.8.4)
demodoquepuedenpresentarsedossituaciones:
Si(¯α+β¯)esunara´ız,entonces[E¯α,E¯β
]∼E¯α+β¯.Enparticular,para¯β=
−α¯elconmutador[E¯α,E−α¯]est´acontenidoenlasub´algebradeCartan.
Si(¯α+β¯)noesunara´ız,entonces[E¯α,E¯β
]=0.
Paraestaelecci´ondegeneradores,lasconstantesdeestructurasatisfacenlas
relaciones
C kij =C α¯ij =C ji¯α =0,
C β¯i¯α =iαiδ¯βα¯,
(¯α+β¯)C iα¯¯β =0,
(¯γ−α¯−β¯)C γ¯α¯¯β =0.
(5.8.5)
Sepuedemostrarquelasu´nicascomponentesnonulasdelaformadeKiling
song(−α¯)¯α=g¯α(−α¯)y
gij=
∑
α¯
αiαj ⇒ (gij)=
∑
α¯
α¯⊗α¯. (5.8.6)
Normalizandoadecuadamentelosgeneradorespodemosadem´asﬁjarg¯α(−α¯)=1.
26Connuestradeﬁnici´on,estaformaessim´etricaypositivadeﬁnidaparatoda´algebrasimple
compacta,esdecir,correspondienteaungruposimplecompacto.Enparticular,unaadecuada
elecci´ondelosgeneradoresdelasub´algebradeCartanpermitelevarlaalaformagij∼δij(Ver
Notaalpi´eenp´agina98).
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Comoel´algebradeLieconsideradaessemi-simple,det(gµν)̸=0⇒det(gij)̸=0,
dedonderesultaquelasra´ıcesα¯generanelespacioeucl´ıdeoRr.
Enesascondiciones,el´algebradeLiesemi-simplequedadescritaporlosconmu-
tadoresdelosgeneradoresdelabaseest´andardeCartan,


[Hi,Hj]=0, i,j=1,2,...,r,
[Hi,E¯α]=αiE¯α, i=1,2,...,r,∀¯α,
[E¯α,E−α¯]=αiHi, ∀¯α,
[E¯α,E¯β
]=Nα¯¯βδ¯γα¯+β¯E¯γ,
(5.8.7)
dondeαi=gijαj(con(gij)=(gij)−1)yNα¯¯βesciertaconstante.
Sedicequelara´ızα¯espositivasilaprimeracomponentenonuladeesevector
espositiva.Esointroduceunordenamientoentrera´ıcesdemodoqueα¯>β¯siel
vector(¯α−β¯)espositivo.
Unara´ızpositivasedicesimplesielanopuedeexpresarsecomosumadedos
ra´ıcespositivas.Una´lgebraderangortienerra´ıcessimpleslinealmenteindepen-
dientes.
Esposibledemostrarquelasra´ıcesα¯deuna´lgebradeLiesimplepuedenser
obtenidasapartirdelconjuntoderra´ıcessimplesporaplicaci´ondeungrupode
ordenﬁnitodetransformacionesdiscretasenRrlamadogrupode Weyl27del
a´lgebra,quecondensalaspropiedadesantesdescritas.
Porsuparte,esasra´ıcessimplessatisfacenunconjuntoderestriccionesquehacen
ques´olopuedantenerhastadoslongitudesdistintasyformarentres´ıciertos´angulos
particulares:12π,23π,34πo´56π.Deacuerdoaesascaracter´ısticasesposibleclasiﬁcar
las´algebrassimplesencuatroseriesinﬁnitaslamadasAr,Br,CryDr,un´ıvocamente
relacionadas,respectivamente,conlosgruposdeLiesimplescompactos28SU(r+1)
conr≥1,SO(2r+1)conr≥2,Sp(r)conr≥3ySO(2r)conr≥4,adem´as
decincoa´lgebrasexcepcionalesnoincluidasenlasanterioresseries,lamadas
F4,G2,E6,E7,E8.Entodosloscasos,elsub´ındiceindicaelrangodel´algebra.
27Hermann Weyl(1885-1955).
28AlgebrasdegruposdeLiesimplesnocompactosdelmismorangoydimensi´onest´anconte-
nidascomosubespacioscerrados(respectodelaoperaci´ondela´lgebra)enlacomplexiﬁcaci´onde
esas´algebrassimplescompactas(quetienenformadeKilingpositivadeﬁnida).
Ar:
Br:
Cr:
Dr:
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Figura1.
E6:
E7:
E8:
F4:
G5:
DiagramasdeDynkindelascuatroseriesde´algebrassimples.
Figura2.DiagramasdeDynkindelascinco´algebrasexcepcionales.
Esas´algebrassimplespuedenserpuestasencorrespondenciabiun´ıvocaconlos
lamadosdiagramasdeDynkin29,diagramasconexosenloscualeslasra´ıcessim-
plessonrepresentadasporv´ertices(peque˜nosc´ırculoslenosovac´ıosseg´uncorres-
pondaalasdelongitudmayoromenor)unidospor0,1,2o´3l´ıneasseg´unseaque
entreelasformenun´angulode12π,23π,34πo´56πrespectivamente.Param´asdetales,
verlabibliograf´ıasugerida.
29EugeneDynkin(1924-).
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5.9. Representacionesirreduciblesdelasa´lgebrasdeLiesimples
Comotodarepresentaci´onmatricialdeungrupodeLiecompactoesequivalente
aunarepresentaci´onunitaria,lasmatricesquerepresentanalosgeneradoresde
lasa´lgebrassimplescompactas(descritasporlaclasiﬁcaci´ondeCartan)enuna
representaci´onirreduciblesiemprepuedenserelegidascomoautoadjuntas.
Dadaunarepresentaci´onmatricialdeuna´lgebrasimplecompacta,puedenob-
tenerselasrepresentacionesdeotrasa´lgebrassimples(nocompactas)delmismo
rangoydimensi´onapartirdeloscorrespondientesgeneradoresenlacomplexiﬁca-
ci´ondeesarespresentaci´on.Deesemodo,elconocimientodelasrepresentaciones
irreduciblesdelas´algebrasdeLiesimplescompactasimplicaelconocimientodelas
representacionesirreduciblesdetodaslas´algebrassimples.
Sidenotamosalosgeneradoresenunarepresentaci´onirreducibledeun´algebra
simplecompactapor
D(Hi)=Xi, D(E¯α)=Y¯α, (5.9.1)
matricesquesatisfacen
[Xi,Xj]=0,i,j=1,···,r, [Xi,Y¯α]=αiY¯α, etc, (5.9.2)
siempreser´aposibleelegirlosgeneradoresdelasub´algebradeCartancomomatrices
autoadjuntas,Xi†=Xi,lasquepodr´anserdiagonalizadassimult´aneamente.Por
lotanto,existir´anvectoresenelespaciodelarepresentaci´onqueseanautovectores
simult´aneosdetodoselos,
Xi|¯m⟩=mi|¯m⟩, m¯=


m1..
mr

∈Rr, (5.9.3)
dondem¯eslamadopesodelvector|¯m⟩.Esposiblemostrardequelasra´ıcesα¯son
(proporcionalesa)lospesosdelarepresentaci´onadjunta.
Porotraparte,dadounautovector|¯m⟩,poraplicaci´ondelosY¯αobtenemos
nuevosautovectoresconpesoaumentadoenα¯,
Xi(Y¯α|¯m⟩)=([Xi,Y¯α]+Y¯αXi)|¯m⟩=(mi+αi)(Y¯α|¯m⟩), (5.9.4)
demodoqueporaplicaci´ondetodoslosproductosdelosY¯αpodemosgenerarunaba-
sedelespaciodelarepresentaci´onirreducibleformadaporautovectoressimult´aneos
delosXi.
Sedemuestraquesim¯esunpeso,entonces2(¯m·¯α)/(¯α·¯α)=n∈Zym¯−n¯α
estambi´enunpeso,demodoqueelconjuntodepesostienecomogrupodesimetr´ıas
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almismogrupode Weylquelasra´ıces.Pero,adiferenciade´estas,lospesospueden
serdegenerados.
Tambi´enesposibleordenaralospesosdelamismamaneraquealasra´ıces,
deﬁniendoquem¯>m¯′silaprimeracomponentenonuladem¯−m¯′espositiva.
Comoestamosconsiderandorepresentacionesdedimensi´onﬁnita,debeexistirun
pesom´aximo,M¯.Sedemuestraqueelpesom´aximodeunarepresentaci´onirreducible
esnodegeneradoyquerepresentacionesequivalentestienenelmismopesom´aximo.
Adem´as,siαesunara´ızsimple,entoncesl¯α=2(¯m·¯α)/(¯α·¯α)∈Z+.
Comolasra´ıcessimples(ordenadas,porejemplo,demodocreciente)constituyen
unabase(noortogonal)deRr,elconjuntodelosrenterosnonegativosl¯αidetermi-
nacompletamentealpesom´aximoM¯ y,porlotanto,caracterizacompletamentea
larepresentaci´onirreducible.Enconsecuencia,cadaclasederepresentacionesirre-
duciblesest´aun´ıvocamenteidentiﬁcadaporunconjuntodern´umerosenterosno
negativos(l¯α1,l¯α2,···,l¯αr).
Lasrepresentacionesfundamentalessonaquelasparalascualestodosesos
n´umerossonnulosexceptounoigualalaunidad,l¯α=1.Porlotanto,un´algebra
simplederangortienerrepresentacionesfundamentales.
Lospesos m´aximosdelasrepresentacionesfundamentales,m¯α¯,sonlamados
pesosfundamentales.Paraelossetieneque2(¯mβ¯·¯α
)/(¯α·¯α)=δ¯α¯β,demodo
quera´ıcessimplesypesosfundamentalesconstituyenbasesdualesdeRr(amenos
delanormalizaci´on)respectodelam´etricainducidaporlaformadeKiling.
Enesascondiciones,elpesom´aximodelarepresentaci´onirreducibleD(l¯α1,··,l¯αr)
est´adadopor
M¯ =
r∑
i=1
l¯αim¯α¯i. (5.9.5)
Estepesocorresponde,comohemosdicho,aunu´nicovectorM¯⟩apartirdelcual
esposibleconstruirtodalabasedelespaciodelarepresentaci´onporaplicaci´on
sucesivadelosYα.Unavezdeterminada,resultainmediatoestablecerlaformade
losgeneradoresXieY¯αenesarepresentaci´on.
LasrmatricesautoadjntasXiyn−rcombinacionesautoadjuntaslinealmente
independientesdelasY¯αgeneranlarepresentaci´onirreducibledela´lgebradeLie
compacta.Porexponenciaci´on,lascombinacioneslinealesconcoeﬁcientesrealesde
esasmatricespermitenconstruirlasmatricesdelarepresentaci´onunitariairreduci-
bledelgrupocompacto,mientrasquelasrepresentacionesmatriciales(nounitarias)
delosgruposnocompactosasociadosaesamismaa´lgebrasimpleseobtienenpor
extensi´onanal´ıticaenesospar´ametros.Param´asdetales,verlabibliograf´ıasuge-
rida.
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Cap´ıtulo6
ELGRUPODELORENTZ
6.1. ElgrupodeLorentz
ElespaciodeMinkowski,M4,esunespaciorealpseudo-eucl´ıdeodesignatura
(1,3).Lascoordenadasquedistintosobservadoresinercialesasignanaunmis-
mopuntodeM4est´anrelacionadasportransformacioneslinealesquepreservanel
intervalo
s2=(x0)2−xixi=(¯x0)2−x¯i¯xi. (6.1.1)
Ent´erminosdelam´etrica delespacio,g=diag(+1,−1,−1,−1),elintervalose
escribe
s2=xtgx=gµνxµxν=
x¯tg¯x=gµνx¯µ¯xν.
(6.1.2)
Larelaci´onentrelascoordenadasest´adadaporlatransformaci´onlineal
x¯=Lx, (6.1.3)
obien,encomponentes,
x¯µ=Λµνxν, (6.1.4)
dondeloselementosdematrizΛµνsonreales.Lainvarianzadelintervaloimplica
quelasmatricesLpreservanlam´etricag,
LtgL=g=⇒gµνΛµαΛνβ=gαβ. (6.1.5)
EstosigniﬁcaqueelgrupodeLorentz1esloqueanteshemoslamadogrupopseudo-
ortogonalO(1,3).
Larelaci´on(6.1.5)implicaqueeldeterminantedelasmatricesLs´olopuede
tomarlosvalores
detL=±1. (6.1.6)
DadoquetodogrupodematricesesungrupodeLie,suselementossonfunciones
continuasdelospar´ametrosdelgrupo.Enconsecuencia,uncambiodesignodel
determinanteen(6.1.6)nopuedeserproductodelavariaci´ondeunpar´ametro
1HendrikAntoonLorentz(1853-1928).
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continuo.DeeloresultaquelavariedaddelgrupodeLorentzesnoconexa.Si
detL=+1(−1)latransformaci´onLsedicepropia(impropia).
Adem´as,de(6.1.5)surgeque
gµνΛµ0Λν0=g00=⇒(Λ00)2−Λi0Λi0=1. (6.1.7)
Enconsecuencia,(Λ00)2≥1,ylastransformacionessonlamadasort´ocronassi
Λ00≥1,obiennoort´ocronasparaΛ00≤−1.Tampocoaqu´ıesposiblepasarde
unasaotrasmediantelavariaci´ondeunpar´ametrocontinuo.
Porlotanto,elgrupodeLorentzest´aconstituidoporcuatrocomponentesdes-
conectadasentres´ı,caracterizadasporlossignosdedetLydeΛ00.Deelas,s´olo
laparteconexaquecontienealaidentidadformaunsubgrupo(invariante2),la-
madosubgrupopropioort´ocronoydenotadoporL↑+.T´engaseencuentaque
det14=1y100=1.
LasotrascomponentescorrespondenaloscosetsqueseobtienendeL↑+.La
transformaci´ondeparidad,
P=diag(1,−1,−1−1), (6.1.8)
quecambiaelsignodelascoordenadasespacialesysatisface
detP=−1,P00=1,P2=14, (6.1.9)
esunatransformaci´onimpropiaort´ocronaconlaqueseconstruyeelcosetL↑− =
PL↑+.
Lainversi´ontemporal,
T=diag(−1,1,1,1), (6.1.10)
quesatisface
detT=−1,T00=−1,T2=14, (6.1.11)
esunatransformaci´onimpropianoort´ocronaconlaqueseconstruyeelcosetL↓−=
TL↑+.
Finalmente,elproductoPT=TP=−14esunatransformaci´onpropiano
ort´ocrona,conlaqueseobtieneelcosetL↓+=PTL↑+.
2Enefecto,siL0∈L↑+,existeunacurvasobreelgrupoquelaconectademaneracontinua
conlaidentidad14.Entonces,∀L∈L,LL0L−1seconectaconcontinuidadconL14L−1=14y,
enconsecuencia,LL0L−1∈L↑+.
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Elsubgrupopropioort´ocronocontienetransformacionesquecorrespondenaro-
tacionesenelespacio,
L=


1 000
0
0
0
R

,conR∈SO(3). (6.1.12)
Enefecto,puestoqueRtR=13,esevidentequeLtgL=g,mientrasque
detL=detR=1,L00=1. (6.1.13)
ElsubgrupoL↑+tambi´encontieneboostsotransformacionesdeLorentzpropia-
mentedichas.Porejemplo,para
x¯0=x0coshα+x1sinhα
x¯1=x0sinhα+x1coshα
x¯2=x2
x¯3=x3,
(6.1.14)
tenemoslamatriz
L=


coshα sinhα 0 0
sinhα coshα 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

, (6.1.15)
paralacualdetL=cosh2α−sinh2α=1yL00=coshα≥1,yquetambi´en
satisfaceLtgL=g.Elpar´ametroαest´arelacionadoconv,velocidadrelativadelos
observadoresinercialesenladirecci´ondelejex1,por
coshα= 1√1−v2/c2, sinhα=
v/c√1−v2/c2, (6.1.16)
dondeceslavelocidaddelaluz.N´otesequeesamatriznoesunafunci´onperi´odica
delpar´ametroα∈R,loquecorrespondealhechodequeelgrupodeLorentzesno
compacto.
6.2. A´lgebradeLiedelsubgrupopropioort´ocronoL↑+
Lasmatricespr´oximasdelaidentidadtienenlaforma
L=14+ε=⇒ Λµν=δµν+εµν; (6.2.1)
remplazandoestaexpresi´onen(6.1.5)seobtiene
gµν+gανεαµ+gµβεβν+O(ε2)=gµν, (6.2.2)
dedonderesultaqueelproductogεesunamatrizantisim´etrica.
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Deﬁniendoεµν:=gµαεαν,yteniendoencuentaquegµνessim´etrico,delaanterior
ecuaci´ontenemos3
εµν+ενµ=0. (6.2.4)
Enconsecuencia,el´algebradeLieest´ageneradapor(42−4)/2=6generadores,de
modoqueL↑+esungrupodeLiededimensi´on6.
Paradeterminarlasconstantesdeestructuraser´ıanecesarioelegirunabasepara
elespaciodelasmatricesrealesantisim´etricasde4×4,multiplicarlasaizquierda
porg−1=gycalcularlosconmutadoresdelosgeneradoresresultantes(verEjercicio
44.).
Alternativamente,daremosunarealizaci´ondeesosgeneradoresent´erminosde
operadoresdiferencialesenlascoordenadasdelespacio-tiempo.Paraeloconside-
remosladiferencia
x¯µ−xµ=εµβxβ+O(ε2)=εαβxβ(∂αxµ)+O(ε2)=
1
2εαβ(xβ∂α−xα∂β)xµ+O(ε2)=−i2εαβLˆαβxµ+O(ε2),
(6.2.5)
dondelosoperadoresdiferenciales
Lˆαβ=−i(xα∂β−xβ∂α)=−Lˆβα (6.2.6)
sonherm´ıticosyantisim´etricosensuparde´ındices.Deesemodo,latransformaci´on
quesufreelvectordecoordenadastambi´enpuedeserdescritapor
x¯=
(
1−i2ε
αβLˆαβ+O(ε2)
)
x. (6.2.7)
Tomandolosconmutadoresdelosgeneradoresas´ırepresentadosseobtienenlas
constantesdeestructuradelgrupoSO(1,3),
[ˆ
Lµν,ˆLρσ
]
=−igνρˆLµσ+igµρLˆνσ+igνσˆLµρ−igµσLˆνρ. (6.2.8)
Enparticular,considerandolasub´algebracorrespondientea´ındicesespacialestene-
mos [ˆ
Lij,ˆLkl
]
=iδjkˆLil−iδikˆLjl−iδjlˆLik+iδilˆLjk, (6.2.9)
enlaquesereconoceel´algebradeLiedeSO(3).
3Evidentemente,g(gε)g=εgestambi´enunamatrizantisim´etrica.Enefecto,siεµν:=εµαgαν,
dondegαµ:=(g−1)αµ(cong−1=g),resultaque
εµν+ενµ=0. (6.2.3)
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Puededarsealaoperaci´onenela´lgebradeLiedeSO(1,3)unaspecto m´as
familiarredeﬁniendolosgeneradorescomo
Lˆi=12ϵijkLˆjk
(
=⇒ Lˆij=ϵijkLˆk
)
Kˆi=Lˆ0i,
(6.2.10)
operadoresquesatisfacenlasreglasdeconmutaci´on
[ˆ
Li,ˆLj
]
=iϵijkLˆk,
[ˆ
Li,ˆKj
]
=iϵijkKˆk,
[ˆ
Ki,ˆKj
]
=−iϵijkLˆk,
(6.2.11)
dondeseveclaramentequelosLˆisonlosgeneradoresdelsubgrupoSO(3)deL↑+.
Conlasconstantesdeestructuraas´ıdeterminadas,esposibleconstruirlarepre-
sentaci´onadjuntadeestaa´lgebray,conela,lacorrespondienteformadeKiling
(verEjercicio45).Dichaformaresultaserregular(loquecorrespondeaun´algebra
semi-simple)peronopositivadeﬁnida(loquereﬂejaelhechodequeelgrupoesno
compacto).Suinversadeterminaelinvariantecuadr´aticodeCasimircomo
Cˆ1=14
(ˆ
L2−Kˆ2
)
. (6.2.12)
Comoela´lgebraesderango2(n´oteseque,porejemplo,
[ˆ
L3,ˆK3
]
=0),existe
unsegundoinvariante,dadoenestecasopor
Cˆ2=iˆL·ˆK, (6.2.13)
comopuedecomprobarsef´acilmenteempleando(6.2.11).
6.3. Representacionesirreducibles(delgrupodecubrimiento)deL↑+
Laconstrucci´ondelasrepresentacionesmatricialesdelgrupoL↑+pasaentonces
porencontrarconjuntosdeseismatrices,{Lk,Kk;k=1,2,3},quesatisfaganlas
reglasdeconmutaci´onde(6.2.11),paraluegoexponenciarelementosdelarepresen-
taci´onmatricialdel´algebradeLieas´ıobtenida.Estoes,exponenciarcombinaciones
linealesconcoeﬁcientesrealesmultiplicadasporlaunidadimaginaria,delaforma
i(αkLk+βkKk),conαk,βk∈R.
Comohemosse˜naladoanteriormente,estaconstrucci´onsesimpliﬁcaconsideran-
dolascombinacioneslinealescomplejas(elementosdelacomplexiﬁcaci´ondel´algebra
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deLiedeL↑+)quegeneranun´algebracompactadelamismadimensi´onyrango.En
estecaso,
J(±)k =12(Lk±iKk), (6.3.1)
cuyosconmutadoressereducena
[
J(±)i ,J(±)j
]
=iϵijkJ(±)k ,
[
J(±)i ,J(∓)j
]
=0.
(6.3.2)
Estocorrespondeadossub´algebrassu(2)queconmutanentres´ı(ideales),quege-
neranenconjuntoela´lgebradeLiedelgruposemi-simplecompactoSO(4)4(ver
Ejercicio20).
Yahemosestudiadolasrepresentacionesunitariasirreduciblesdel´algebradeLie
deSU(2),queest´ancaracterizadasporunenteroosemienterojygeneradaspor
tresmatricesautoadjuntasJ(j)k ,k=1,2,3,dedimensi´on2j+1.Podemostomar
entonces
J(+)k :=J(j+)k ⊗1(j−),
J(−)k :=1(j+)⊗J(j−)k ,
(6.3.3)
lasquesatisfacentrivialmente(6.3.2).
Deesamanera,lasrepresentacionesmatricialesirreduciblesdelgrupo(decubri-
mientode)L↑+ est´ancaracterizadasporunpardeenterososemienteros(j+,j−),
siendosudimensi´on(2j++1)(2j−+1).
T´engaseencuentaque,mientrasquelasmatricesquerepresentanalosgenera-
doresLˆkdeL↑+,
L(j+,j−)k =J(j+)k ⊗1(j−)+1(j+)⊗J(j−)k , (6.3.4)
sonautoadjuntas,lascorrespondientesalosKˆk,
K(j+,j−)k =−i
(
J(j+)k ⊗1(j−)−1(j+)⊗J(j−)k
)
, (6.3.5)
sonanti-autoadjuntas.Enconsecuencia,lasrepresentacionesmatricialesas´ıobte-
nidasnosonunitarias.
SepuededemostrarqueL↑+ (queesungrupodeLienocompacto)notiene
representacionesunitariasdedimensi´onﬁnita(apartedelarepresentaci´ontrivial).
4Obien,desugrupodecubrimiento,gruposimplementeconexodenominadoSpin(4).
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LosinvariantesdeCasimirenlarepresentaci´on(j+,j−)sereducena
C(j+,j−)1 =12
(
J(j+)2⊗1(j−)+1(j+)⊗J(j−)2
)
=
=12
{
j+(j++1)+j−(j−+1)
}
1(j+)⊗1(j−),
C(j+,j−)2 =
(
J(j+)2⊗1(j−)−1(j+)⊗J(j−)2
)
=
=
{
j+(j++1)−j−(j−+1)
}
1(j+)⊗1(j−).
(6.3.6)
Enesascondiciones,loselementosdeL↑+contenidosenlossubgruposAbelianos
generadosporcadavectorenel´algebradeLieest´anidentiﬁcadosporunconjunto
deseispar´ametrosrealesαk,βk,conk=1,2,3.Enlarepresentaci´onirreducible
(j+,j−)tenemos
D(j+,j−)(α,β):=ei
(αkLk+βkKk)=
=ei
(
(αk−iβk)J(j+)k ⊗1(j−)+(αk+iβk)1(j+)⊗J(j−)k
)
=
=ei
(
(αk−iβk)J(j+)k ⊗1(j−)
)
ei
(
(αk+iβk)1(j+)⊗J(j−)k
)
=
=ei(α−iβ)kJ(j+)k ⊗ei(α+iβ)kJ(j−)k ,
(6.3.7)
dondesehantenidoencuenta(6.3.4)y(6.3.5)paraexpresarlasmatricesdela
representaci´oncomounproductodirecto5(dondecadafactoract´uasobredistintos
conjuntosde´ındicesdelascomponentesdelosvectoresdelespacioproductodirecto).
T´engaseencuentaquenosetratadeunproductodirectodegrupos,puesambos
factoresdependendelosmismospar´ametros.Adem´asresultaclaroque,mientrasque
lospar´ametrosαkcorrespondenasubgruposabelianosunidimensionalescompactos,
losβkcorrespondenasubgruposabelianosunidimensionalesnocompactos.
Enconsecuencia,losvectoresdelarepresentaci´onirreducible(j+,j−)tienen
componentesidentiﬁcadasporunparde´ındices,ayb˙,quetoman(2j++1)y
5Enelu´ltimopasosehausadolaigualdad
eM ⊗1=
∞∑
n=0
1
n!(M ⊗1)
n=
∞∑
n=0
1
n!M
n⊗1=eM ⊗1. (6.3.8)
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(2j−+1)valoresrespectivamente.FrenteatransformacionesdeLorentzelasse
transformanseg´un
ψ′a˙b=
(
ei(α−iβ)kJ(j+)k
)
aa′
(
ei(α+iβ)kJ(j−)k
)
b˙˙b′
ψa′˙b′. (6.3.9)
Finalmente,se˜nalemosquefrentealatransformaci´ondeparidad(quecambia
elsignodelascoordenadasespaciales)losgeneradoresexpresadoscomooperadores
diferencialesen(6.2.6)setransformanseg´un
PLˆijP−1=Lˆij,
PLˆ0kP−1=−Lˆ0k.
(6.3.10)
Entonces,enunadadarepresentaci´onmatricialcaracterizadaporelpar(j+,j−)
tendremosunoperadorPquetransformelosgeneradoresseg´un
PLkP−1=Lk,
PKkP−1=−Kk
(6.3.11)
y,enconsecuencia,
PD(j+,j−)(α,β)P−1=D(j+,j−)(α,−β)∼D(j−,j+)(α,β), (6.3.12)
resultandounarepresentaci´onequivalenteala(j−,j+).
Porlotanto,sij+ ≠j−larepresentaci´onnoesinvariantefrenteaparidad.En
esecaso,paraconstruirrepresentacionesinvariantes(amenosdetransformaciones
desimilitud)frenteaPdebemosconsiderarlassumasdirectas
D(j+,j−)=D(j+,j−)⊕D(j−,j+), (6.3.13)
dedimensi´on2(2j++1)(2j−+1).
6.4. GrupodecubrimientodeL↑+
ElhechodequeL↑+contengaaSO(3)esindicativodequenosetratadeungrupo
simplementeconexo.Paradeterminarsugrupodecubrimiento,primerose˜nalemos
queesposibleestablecerunarelaci´onbiun´ıvocaentrelosvectoresdelespaciode
Minkowski,M4,ylasmatricesautoadjuntasdedimensi´on2×2.
Unabaseparaeseespaciodematrices(dedimensi´on4)est´adadaporlaidentidad
σ0=12ylasmatricesdePauli{σ1,σ2,σ3},quetienenlaspropiedades
tr{σk}=0,tr{12}=2,tr{σkσl}=2δkl. (6.4.1)
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Ahorabien,dadox∈M4,podemosformarlamatriz
σ(x):=x012+xkσk=
(
x0+x3 x1−ix2
x1+ix2 x0−x3
)
=σ(x)†.
(6.4.2)
De(6.4.1)tenemosque
xµ=12tr{σµσ(x)}, (6.4.3)
mientrasqueeldeterminantedeesamatrizesigualalintervalo,
detσ(x)=(x0)2−(x1)2−(x2)2−(x3)2=s2. (6.4.4)
Inversamente,dadaunamatrizautoadjuntaAdedimensi´on2×2,eladetermina
unvectorenM4cuyascomponentescontravariantesson
xµ=12tr{σµA}, (6.4.5)
pudiendoserescritacomo
A=xµσµ. (6.4.6)
LastransformacionesdeLorentzsontalesquepreservanelintervalos2,demodo
quecorrespondenalastransformacioneslinealesdelamatrizσ(x)quelamantienen
autoadjuntaydejaninvariantesudeterminante.Consideremoselcambio
σ¯=Λσ(x)Λ†=¯σ†,
⇒det¯σ=|detΛ|2detσ(x).
(6.4.7)
Entonces,|detΛ|2=1⇒ detΛ=eiθ.Peroesevalorsedebeaunafaseglobaleiθ/2
enΛquenotieneconsecuenciassobrelatransformaci´on(6.4.7).Deesemodo,basta
conconsiderarmatricescomplejasde2×2cuyodeterminanteesdetΛ=1.
Enconsecuencia,elgrupodetransformacionesquedebemosconsideraresloque
hemoslamadoSL(2,C)ylascoordenadasdelvectortransformadoest´andadaspor
x¯µ=12tr{σµΛσ(x)Λ
†},conΛ∈SL(2,C). (6.4.8)
Peroa´unas´ı,−12∈SL(2,C)y
(−12)σ(x)(−12)†=σ(x), (6.4.9)
loquecorrespondeanovariarlascoordenadas.
Dichodeotromodo,elpardematrices{+Λ,−Λ}⊂SL(2,C)correspondenala
mismatransformaci´ondeL↑+.Porlotanto,hemosestablecidounhomorﬁsmo6entre
6Evidentemente,estosecorrespondeconelhomomorﬁsmoexistenteentreSU(2)ySO(3),
subgruposdeSL(2,C)yL↑+respectivamente.
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SL(2,C)yL↑+,cuyon´ucleoeselcentrodelprimergrupo,
{+12,−12}≈Z2. (6.4.10)
Enconsecuencia,SL(2,C)(simplementeconexo)eselgrupodecubrimientode
L↑+.Y´este,porserdoblementeconexo
(
Π1(L↑+)≈Z2
)
,resultaglobalmenteisomorfo
algrupocociente
L↑+≈SL(2,C)/Z2. (6.4.11)
6.5. AlgebradeLiedelgrupoSL(2,C).Representaciones
Paradeterminarela´lgebradeLiedeSL(2,C),tengamosencuentaquepara
matricespr´oximasdelaidentidad,Λ≃12+A,
detΛ=1⇒tr{A}=0. (6.5.1)
ComoAescompleja,unabaseparaeseespaciolineal(dedimensi´on2×22−2=6)
est´adadapor {1
2σk,−
i
2σk,conk=1,2,3
}
. (6.5.2)
Naturalmente,losconmutadoresdeestas matricesreproducenlasrelacionesde
(6.2.11), [1
2σi,12σj
]=iϵijk12σk,
[1
2σi,−i2σj
]=iϵijk(−i2σk
),
[−i2σi,−i2σj
]=−iϵijk12σk,
(6.5.3)
comocorrespondeagruposlocalmenteisomorfos.Lacorrespondenciaestablecida
es7
Lk←→ 12σk
Kk←→−i2σk.
(6.5.5)
Porexponenciaci´ondeelementosenel´algebradeLieobtenemoslasmatrices
Λ(α,β)=e
i
(
αk12σk−β
ki
2σk
)
=ei(α−iβ)
k1
2σk. (6.5.6)
7N´oteseque(6.5.3)tambi´enadmitelaidentiﬁcaci´on
Lk←→ 12σk
Kk←→ i2σk.
(6.5.4)
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ComoJ(1/2)k = 12σk,porcomparaci´oncon(6.3.7)vemosqueestarepresentaci´on
fundamentaldelgrupoSL(2,C)coincideconlarepresentaci´onirreducible(1/2,0).
Larepresentaci´onde(6.5.6)noesequivalenteasuconjugada.Enefecto,teniendo
encuentaque
σ∗k =−σ2σkσ2, (6.5.7)
vemosquelarepresentaci´onconjugadade(1/2,0)esequivalentealarepresentaci´on
(0,1/2)delaec.(6.3.7)(quecorrespondealasegundarepresentaci´onfundamental
del´algebrasimple(6.3.2),derango2):
Λ∗(α,β)=e−i(α+iβ)
k1
2σ
∗k =σ2ei(α+iβ)
k1
2σkσ2, (6.5.8)
esdecir, (
D(12,0)(α,β)
)∗=σ2D(0,12)(α,β)σ2. (6.5.9)
Losvectoresdelarepresentaci´on(1/2,0),ψL,sonlamadosespinoresde Weyl
depolarizaci´onizquierda,mientrasquelosdelarepresentaci´on(0,1/2),ψR,son
espinoresde Weyldepolarizaci´onderecha.Losespinoresde Dirac8son
vectoresdelespaciosumadirecta(1/2,0)⊕(0,1/2),
ΨD=
(
ψL
ψR
)
, (6.5.10)
losque,frenteatransformacionesdeLorentz,cambianseg´un
Ψ′D=
(
Λ(α,β) 0
0 σ2Λ∗(α,β)σ2
)
ΨD. (6.5.11)
Latransformaci´ondelascoordenadasqueinduce(6.4.7),dadaenlaecuaci´on
(6.4.8),eslaquecorrespondealascomponentescontravariantesdeuntetravector.
Enconsecuencia,´estossetransformancomovectoresdeunarepresentaci´onequiva-
lenteala(1/2,1/2)(dedimensi´on2×2=4).Enefecto,
V′a˙b=Λaa′Va′˙b′(Λ†)˙b′˙b=Λaa′Λ∗˙b˙b′Va′˙b′. (6.5.12)
TeniendoencuentaqueψL→ ΛψLconΛdadaenlaEc.(6.5.6),vemosqueel
productodirecto
ψL⊗ψL†→ΛψL⊗ψL†Λ† (6.5.13)
tambi´ensetransformacomountetravector.Suscomponentescontravariantesse
obtienentomandolastrazas
1
2tr
{σµψL⊗ψL†}=12ψL
†σµψL. (6.5.14)
8PaulAdrienMauriceDirac(1902-1984).
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Similarmnte,delaEq.(6.5.8)sededucequeloscomplejosconjugadosdelosvec-
toresdelarepresentaci´on(0,1/2)setransformanseg´unσ2ψR∗→Λσ2ψR∗,demodo
queσ2ψR∗⊗ψRtσ2tambi´ensetransformacomountetravector,ylosconjugados
complejosdesuscomponentescontravariantesresultandetomar
1
2tr
{σµσ2ψR∗⊗ψRtσ2}∗=12ψR
†σ2σ∗µσ2ψR=12ψR
†¯σµψR, (6.5.15)
dondehemosdeﬁnidoσ¯0=σ0=12yσ¯k=−σk,k=1,2,3.
ParaunespinordeDiractenemosquelasexpresiones
ψL†σµψL+ψR†¯σµψR=ψD†
(
σµ 0
0 σ¯µ
)
ψD=
=ψD†
(
0 12
12 0
)(
0 σ¯µ
σµ 0
)
ψD=ψDγµψD
(6.5.16)
setransformancomolascomponentescontravariantesdeuntetravector,dondehe-
mosdeﬁnidolasmatricesdeDirac(enlarepresentaci´onde Weyl)como
γ0:=
(
0 12
12 0
)
, γk:=
(
0 −σk
σk 0
)
,k=1,2,3, (6.5.17)
yelespinoradjuntocomoψD:=ψD†γ0.
ApartirdelaspropiedadesdelasmatricesdePauli,resultainmediatoveriﬁcar
quelasmatricesdeDiracsatisfacenel´algebradeCliﬀord9
{γµ,γν}=gµν14. (6.5.18)
ElproductodirectoderepresentacionesirreduciblesdeSL(2,C)sedescompone
comosumadirectademaneraconsistenteconladescomposici´ondeClebsh-Gordan
deproductosdirectosderepresentacionesirreduciblesdeSU(2).
Porejemplo,(1/2,0)⊗(1/2,0)=(1,0)⊕(0,0).Severiﬁcaquelarepresentaci´on
(1,0),dedimensi´on3,correspondeatensoresantisim´etricosautoduales,
Fµν=−Fνµ=12ϵµναβF
αβ. (6.5.19)
Bibliograf´ıa:
H.Bacry,Le¸conssurlaTh´eoriedesGroupesetlesSymm´etriesdesParticules
El´ementaires.GordonandBreach,NewYork,1967.
9WiliamKingdonCliﬀord(1845-1879).
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P.Ramond,FieldTheory:amodernprimer.RedwoodCity,USA:Addison,
1989.
PierreRamond,GroupTheory,APhysicistsSurvey,CambridgeUniversity
Press,2010.

Ap´endiceA
EJERCICIOSPROPUESTOS
A.1. Teor´ıadeGrupos-Generalidades
1.Mostrarquelossiguientesconjuntosconstituyengruposrespectodelproduc-
tousualentrereales:
a){−1,1}
b)Q−{0}
2.Mostrarlaunicidaddelelementoneutroeydelinversodetodoelementog
deungrupo.
3.Dadaslaspermutacionesquetienenlasiguientedescomposici´onenciclos:
σ=(132)(45)yτ=(15423),elementosdeS5,calcular
a)σ−1,τ−1,
b)στ,τσ,
c)(στ)−1,τ−1σ−1.
Determinarlasmatricescorrespondientesatodosesoselementosenlarepre-
sentaci´onregulardeS5:M(σ),M(τ),etc.
4.Dadalapermutaci´on(17432)(586)(910)∈S10,darsudescomposici´on
entrasposicionessimples,determinarsuparidadyeln´umerodeelementos
quedejainvariantes.
5.Mostrarqueexisteunu´nicogrupoabstractodetreselementos,isomorfoa
Z3(grupoabelianodeenterosconlaoperaci´ondesumam´odulo3).Mostrar
queelconjuntodelasra´ıcesc´ubicasdelaunidadconelproductousualentre
complejosconstituyeunarealizaci´ondeestegrupo.
6.Construirlatabladelaoperaci´oncorrespondienteaS3,grupodepermuta-
cionesdetreselementos.Identiﬁcarlossubgrupospropiosdeestegrupo.
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7.DadosdosgruposGyH,sedeﬁneelgrupoproductodirectocomoG×H=
{(g,h)|g∈G,
h∈H},conlaleydecomposici´on(g1,h1)·(g2,h2)=(g1·g2,h1·h2).
a)VeriﬁcarqueG×Hesungrupo.
b)MostrarqueelconjuntoGformadoporelementosdelaforma(g,eH)es
unsubgrupoinvarianteG×H.IdemconHdeﬁnidocomoelconjunto
deelementosdelaforma(eG,h).
c)MostrarquetodoelementodeG×Hpuedeexpresarsecomoelproducto
deunelementodeGporotroelementodeH,yqueesoselementosson
u´nicos.
8.Dadoelconjuntodelosenterosm´ultiplosden∈N,mostrarquesetrata
deunsubgrupoinvariantedelgrupodelosenterosZ(respectodelasuma
usual).Construirloscosetscorrespondientesymostrarqueelgrupocociente
esisomorfoaZn.
A.2. Homomorﬁsmo-Representacioneslineales
9.Mostrarqueunarepresentaci´onﬁelunidimensionaldelgrupoderotaciones
enelplano,SO(2)≈U(1),est´adadapor
R(φ)=eiφ, 0≤φ<2π.
Mostrarqueunaaplicaci´on fm :U(1)→ U(1)dadaporfm(eiφ)=eimφ,
m∈Z,constituyeunhomomorﬁsmo.Halarsun´ucleoydecirsi,paraalg´un
m,esaaplicaci´onesunisomorﬁsmo.
10.ConsiderarelgrupoE2dedesplazamientos(traslacionesyrotaciones)enel
planoR2,
T(φ,a)x:=R(φ)x+a,conR(φ)∈SO(2)ya∈R2.
Mostrarquelasmatricesdelaforma


cosφ −sinφ a1
sinφ cosφ a2
0 0 1


constituyenunarepresentaci´onmatricialﬁeldeesegrupo.Mostrarqueesta
representaci´onesreducibleyquecontieneunarepresentaci´onﬁeldelgrupo
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SO(2)encuyoespacioderepresentaci´onlastraslacionesact´uandemanera
trivial.
11.Dadaunarepresentaci´onDdeungrupoG,mostrarque
a)D∗,(Dt)−1y(D†)−1tambi´ensonrepresentacionesdedichogrupo,
b)siDesreducible,entoncesD∗tambi´enloes.
c)SiDesunitaria,entoncesD∗,(Dt)−1y(D†)−1tambi´enloson.
12.a)MostrarqueelproductodirectodedosrepresentacionesdeungrupoG
constituyeunarepresentaci´onmatricialdelmismo.
b)Mostrarqueelproductodirectoderepresentacionesunitariasestambi´en
unarepresentaci´onunitaria.
c)Mostrarqueloscaracteresdelarepresentaci´onproductodirectoest´an
dadosporelproductodeloscaracteresdecadafactor.
13.Determinarcu´antasclasesdeequivalenciaderepresentacionesirreducibles
tieneelgrupoS3as´ıcomoladimensi´ondecadaunadeelas.Construirsu
tabladecaracteresempleandolasrelacionesdeortogonalidad.
14.ConstruirlatabladecaracteresdelgrupoS3empleandolasrelacionesderiva-
dasdel´algebradelgrupo(Sugerencia:determinarelconjuntodecoeﬁcientes
cijkparaestegrupo).
15.Considerarlarepresentaci´ondedeﬁnici´ondelgrupodepermutacionesS3
(formadapormatricesde3×3-verEjemplo3.4)yconstruirsuvector
decaracteres.Emplearlasrelacionesdeortogonalidaddecaracterespara
mostrarqueelapuededescomponersecomosumadirectadelarepresenta-
ci´ontrivialyunarepresentaci´onirreduciblededimensi´on2×2.Determinar
expl´ıcitamenteestarepresentaci´onbidimensional(Sugerencia:diagonalizar
unamatrizdelarepresentaci´on,M(a)porejemplo,ymostrarqueunamis-
matransformaci´ondesimilitudlevaatodaslasmatricesalaformadiagonal
enbloques).Mostrarquelarepresentaci´onresultanteesequivalenteasucon-
jugada(N´otesequeS3tieneuna´unicaclasederepresentacionesirreducibles
dedimensi´on2×2).
16.Lamol´eculadeamon´ıaco,NH3,est´aformadaportres´atomosdeHidrogeno
yunodeNitr´ogeno.Ensusposicionesdeequilibrio,los´atomosdeHidr´ogeno
est´andispuestosenlosv´erticesdeuntri´anguloequil´atero,mientrasqueel
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a´tomodeNitr´ogenoseubicaenalg´unpuntodelejeperpendicularaese
tri´anguloporsucentro.
a)Determinarelgrupodesimetr´ıasdeesamol´ecula.(Sugerencia:considerar
lasrotacionesyreﬂexionesquedejaninvariantelaformadelamol´ecula.)
b)Teniendoencuentaqueelpotencialalqueest´asometidounelectr´on
deesamol´ecula(despreciandolainteracci´onentreelectrones)tieneesa
mismasimetr´ıa,indicarcu´alessonlasdegeneracionesesperablesdelos
autovaloresdelcorrespondienteHamiltoniano.(Sugerencia:considerarla
tabladecaracteresdelgrupodesimetr´ıasdelamol´ecula.)
A.3. Gruposcontinuos- A´lgebrasdeLie
17.Calcularlasdimensionesdelossiguientesgruposcontinuos:
GL(n,C),GL(n,R),SL(n,C),SL(n,R),U(n),SU(n),O(n),SO(n)y
Sp(2n,R).
18.Determinarel´algebradeLiedelosgruposGL(n,R)yGL(n,C)(Sugerencia:
considerarunabasedelespaciovectorialformadopormatricesdelaforma
Eij=|ei⟩⟨ej|, donde⟨ei|ej⟩=δij,
ydeterminarlasconstantesdeestructuracalculandolosconmutadoresde
losgeneradoresas´ıdeﬁnidos.)
19.ConstruirdemanerasimilarlosgeneradoresdeSU(n)ydeSO(n)ydeter-
minarlascorrespondientes´algebrasdeLie.Darexpl´ıcitamenteelresultado
paralas´algebrasdelosgruposSU(2),SU(3),SO(3)ySO(4).
20.Considerarelgrupo(doblementeconexo)SO(4).
a)Mostrarquesu´algebradeLie(semi-simple)sedescomponecomosuma
directadedosa´lgebras(simples)su(2)(Sugerencia:considerarlabase
del´algebradeLieformadaporlasmatrices
X(±)1 =−12(N23±N14), X(±)2 =−12(N31±N24),
X(±)3 =−12(N12±N34),
ycalcularsusconmutadores).
b)Mostrarque,enconsecuencia,SO(4)≈(SU(2)⊗SU(2))/Z2.
21.Considerarelgruposimpl´ecticoSp(2,R).
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a)MostrarqueSp(2,R)coincideconSL(2,R)(Porelcontrario,paran>1,
Sp(2n,R)esunsubgrupopropiodeSL(2n,R)).
b)TeniendoencuentaquedetM =1⇒ trlogM =0,mostrarquesi
M =eA∈Sp(2,R)(oSL(2,R)),entonces
M =coshα12+sinhαα A, con α=
√−detA.
c)Tomandovalorespeque˜nosparaloselementosdematrizdeA,mostrar
quelosgeneradoresdeestegrupopuedenserelegidoscomo
{−iσ3,−iσ+,−iσ−}.
Calcularlascorrespondientesconstantesdeestructura.
22.Determinarladimensi´ondela´lgebradeLiedelgrupoSp(n)deﬁnidocomo
laintersecci´onSp(n)=U(2n)∩Sp(2n,C).
23.Considerardosparesdevariablescan´onicasconjugadas,xi,pi,i=1,2.Elas
satisfacenlasrelacionesdeconmutaci´on
[xi,xj]=0, [xi,pj]=iδij, [pi,pj]=0.
MostrarquelamatrizUquerealizaunatransformaci´oncan´onica(lineal)a
otrosdosparesdevariables,Xi,Pi,i=1,2,esunelementodeSp(4,R).Para
elodeﬁnir
ξ=


x1
x2
p1
p2

, η=


X1
X2
P1
P2

, con ξ=Uη
ycalcularlamatrizcuyoselementosest´andadosporlosconmutadoresde
lasvariablescan´onicas,
G:=1i([ξi,ξj]).
Finalmente,mostrarqueUGUt=GyqueUtGU=G.
24.SedeﬁnelaformadeKilingdeun´algebradeLiecomolamatrizrealsim´etri-
cacuyoselementosest´andadospor
gµν=tr{MµMν}=−C βµαC ανβ =gνµ,
dondelasmatricesMµsonlosgeneradoresenlarepresentaci´onadjunta,
(Mµ)ρν :=iC ρµν.
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Mostrarquelasconstantesdeﬁnidaspor
Cµνλ:=C ρµν gρλ=−C ρµν C βραC αλβ
sontotalmenteantisim´etricasensustres´ındices.(Sugerencia:emplearlas
identidadesdeBianchi).
25.MostrarquelaformadeKilingparalosgrupos SU(2)ySO(3)(conla
elecci´ondegeneradoresdelaSecci´on5.2)est´adadaporgij=2δij.
26.Sepuededemostrarqueuna´lgebradeLieessemi-simple(esdecir,esun
a´lgebraquecorrespondeaungrupodeLiequenocontienesubgruposdeLie
invariantesqueseanAbelianos)siys´olosisuformadeKilingesregular(es
decir,sidetg̸=0).Enesecaso,suinversaexisteysatisfacegµαgαν=δνµ.
Mostrarque,enesascondiciones,elinvariantecuadr´aticofundamental
deCasimir,dadopor
K=gµνXµXν, (A.3.1)
dondegµνeslainversadelaformadeKiling,conmutaconlosgeneradores.
27.DadoquelaformadeKilingdegruposdeLiesimplescompactosespositiva
deﬁnida,mostrarquesusconstantesdeestructurapuedenserelegidasde
modoqueseancompletamenteantisim´etricas.
28.Determinarel´algebradeLiedelgrupoSO(1,2).
a)Mostrarquelosgeneradorespuedenserelegidoscomo
X1=


0 0 0
0 0 −i
0 i 0

, X2=


0 0 −i
0 0 0
−i0 0

, X3=


0 i0
i0 0
0 0 0

.
Determinarlascorrespondientesconstantesdeestructurayconstruirla
representaci´onadjuntadel´algebra.
b)ConstruirlaformadeKilingymostrarqueelgrupoSO(1,2)essimple
ynocompacto(RecordarqueungrupodeLiesimpleescompactosiy
s´olosisuformadeKilingespositivadeﬁnida).
c)Redeﬁnirlabasedegeneradorescomo
D:=−2X3, K:=(X1−X2), H:=(X1+X2),
ydeterminarlascorrespondientesconstantesdeestructura.
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29.Elgeneradordelastransformacionesdeescala(dilataciones)en Mec´anica
Cu´anticasedeﬁnecomoeloperadordiferencial
Dˆ:=−12(x·p+p·x),
dondelosoperadoresposici´onymomento,xyp,satisfacenlasrelacionesde
conmutaci´on[pk,xl]=−iδkl(tomando =1).Enefecto,[ˆ
D,xk
]
=ixk,
[ˆ
D,pk
]
=−ipk,
dondelascoordenadassetransformancomomagnitudesdedimensi´on1(lon-
gitud)ylosmomentosseg´unladimensi´onopuesta(inversadelongitud).
Introducimosdosmagnitudes,Kˆ:=x2/2yHˆ:=p2/2,condimensi´on2
y-2respectivamente,
[ˆ
D,Kˆ
]
=2iˆK,
[ˆ
D,Hˆ
]
=−2iˆH,
cuyoconmutadores [ˆ
H,Kˆ
]
=iˆD.
a)Mostrarqueesostresoperadoresgeneranun´algebraisomorfaaso(1,2)
(Sugerencia:compararconlosresultadosdelproblema28c).
b)TomandoaHˆcomoelHamiltonianodeunapart´ıculalibre,mostrarque
lossiguientesoperadorescondependenciaexpl´ıcitadeltiempot,
Hˆ(t)=Hˆ, Dˆ(t)=Dˆ+2tˆH, Kˆ(t)=Kˆ+tˆD+t2Hˆ,
satisfacenentodoinstanteel´algebraconformedelgrupoSO(1,2),[ˆ
D(t),ˆK(t)
]
=2iˆK(t),
[ˆ
D(t),ˆH(t)
]
=−2iˆH(t),
[ˆ
H(t),ˆK(t)
]
=iˆD(t).
c)Teniendoencuentaque,enelesquemadeHeisenberg,laderivadatotal
deunoperadorrespectodeltiempoest´adadapor
O˙(t)=i
[ˆ
H,O(t)
]
+∂tO(t),
mostrarquelosoperadoresHˆ(t),Kˆ(t)yDˆ(t)sonconstantesdemovi-
miento.
30.Considerarela´lgebradeLiedelgrupoSU(3).Deﬁnirlosgeneradoresen
t´erminosdelasmatricesdeGel-ManncomoTk=λk/2.
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a)Calcularlascorrespondientesconstantesdeestructura.Mostrarquere-
sultancompletamenteantisim´etricasyqueelrangodel´algebraesr=2.
b)Construirlosgeneradoresenlarepresentaci´onadjuntaydeterminarla
formadeKiling.Mostrarqueesregular(elgrupoessimple).
c)CalculareloperadordeCasimirenlasrepresentacionesfundamentaly
adjunta.
d)Llevarel´algebraalaformanormaldeCartan:determinarlasub´algebra
deCartanylascorrespondientesra´ıces(vectoresdeunespacioeucl´ıdeo
bidimensional).
31.Mostrarquelasmedidasdeintegraci´oninvariantesaizquierdayderechadel
grupodeHeisenbergreal(verEjemplo5.2),cuyoselementossondelaforma
M(a,b,c)=


1 ab
0 1 c
0 0 1

, con a,b,c∈R, (A.3.2)
coinciden(apesardequesetratadeungruponocompacto)yest´andadas
pordµ=dadbdc.
32.DeterminarlamedidainvariantedelgrupoSU(2)apartirdesurepresenta-
ci´onfundamental.Calcularsuvolumeninvariante(Sugerencia:verSecci´on
5.5).
A.4. RepresentacionesirreduciblesdeSU(2)ySO(3)-
Aplicaciones
33.ConstruirlasrepresentacionesirreduciblesdelgrupoSU(2)correspondientes
aj=1yj=3/2.Determinarladimensi´ondecadarepresentaci´onycalcular
expl´ıcitamentelasmatricescorrespondientesalosgeneradoresJ2,J1,J2,J3,
J+yJ−.
DadoelhomomorﬁsmoqueligalosgruposSU(2)ySO(3),determinasi
algunadeesasrepresentacionesesunarepresentaci´onordinariadeSO(3).
34.Apartirdesusconstantesdeestructura,construirlarepresentaci´onadjunta
deSU(2)ymostrarqueesequivalentealarepresentaci´onj=1.
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35.Determinarlafunci´ondecaracterescorrespondientealarepresentaci´onirre-
duciblejdeSU(2)(Sugerencia:verSecci´on5.6).Empleandolamedidain-
varianteenesegrupo,mostrarqueesosvectoressonortogonalesentres´ıy
denormanonula.
36.Determinarelvectordecaracteresdelarepresentaci´onproductodirecto
D(j1)⊗D(j2)ycalcularcu´antasvecesest´aenelacontenidalarepresentaci´on
irreducibleD(j).
37.DeterminarloscoeﬁcientesdeClebsh-Gordanparaladescomposici´ondel
productodirectoD(1/2)⊗D(1)comosumadirectaderepresentacionesirre-
ducibles.
38.Considerarunosciladorarm´onicois´otropoenelplano,descritoporelHa-
miltoniano(tomamos ω=1)
H=
(
a†1a1+a†2a2+1
)
.
dondelosoperadoresdecreaci´onydestrucci´onest´andeﬁnidoscomo
a†j:=Qj−iPj√2 , aj:=
Qj+iPj√2 ,
conj=1,2,operadoresquesatisfacen
[
a†j,ak
]
=−δjk.
Deﬁniendonuevosoperadoresdecreaci´onydestrucci´oncomo
a:=a1+ia2√2 , b:=
a1−ia2√2 , a
†=a
†
1−ia†2√2 , b
†=a
†
1+ia†2√2 ,
setieneque
[a,a†]=1=[b,b†], [a,b]=0=[a,b†],
y,paraelHamiltonianoyelmomentoangular,
H=(a†a+b†b+1), L=(b†b−a†a).
Deﬁniendoahora
J3:=−12L=
Na−Nb
2 , J+:=a
†b, J−:=J+†=b†a,
mostrar:
a)queestosoperadoresgeneranun´algebrasu(2),
b)queeloperadorcuadr´aticodeCasimirdeesa´algebraesJ2=(H2−1)/4,
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c)quelossubespacioscaracter´ısticosdeH,correspondientesaautovalores
(na+nb+1)=n+1,sonespaciosderepresentaci´ondeesaa´lgebra
correspondientesa
j:=n2=
na+nb
2 ,
con m:=na−nb2 =−j,−j+1,···,j−1,j.
39.ConsiderarelHamiltonianodel´atomodeHidr´ogeno,
H= p
2
2m−
e2
r,
donder=√x2.Hresultainvariantefrentearotaciones,generadasenL2(R3)
porlascomponentesdelmomentoangular delapart´ıcula,L:=x×p,
operadoresquesatisfacenlasrelacionesdeconmutaci´on
[Li,Lj]=iϵijkLk, [H,L]=0.
ElvectordeRungeyLenz,deﬁnidocomo
A:=12(L×p−p×L)+me
2x
r,
esunaconstantedemovimientodadoquetambi´enconmutaconH,
[H,A]=0,
comopuedeveriﬁcarsef´acilmente.Porserunamagnitudvectorial,setrans-
formacomovectorfrentearotacionesenelespacio,loqueequivaleadecir
que
[Li,Aj]=iϵijkAk.
Medianteun(tedioso)c´alculodirectopuedeveriﬁcarsequetambi´ensesatis-
facenlassiguientesrelaciones
[Ai,Aj]=−iϵijkLk2mH,
L·A=0=A·L, A2=2mH(L2+1)+m2e4.
N´otesequeelsegundomiembrodelaprimeraecuaci´onnoeslinealenlosope-
radores{L,A,H}sinocuadr´atico,demodoqueeseconjuntodeoperadores
nogeneranun´algebradeLie(conHincorporadocomoextensi´oncentral).
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Noobstante,lossubespacioscaracter´ısticosdelHamiltonianosonespa-
ciosderepresentaci´ondela´lgebrageneradapor{L,A}.Enefecto,enel
subespaciocorrespondientealautovalorEtenemos
[Ai,Aj]=−2mEiϵijkLk.
Enparticular,siconsideramosestadosligados,conE=−|E|<0,ydeﬁni-
mosK:=A/√2m|E|obtenemosel´algebra
[Li,Lj]=iϵijkLk, [Li,Kj]=iϵijkKk, [Ki,Kj]=iϵijkLk.
a)Mostrarqueesa´algebraesisomorfaaso(4)(verproblema20).Paraelo
deﬁnirM :=(L+K)/2yN:=(L−K)/2ymostrarque
[Mi,Mj]=iϵijkMk, [Ni,Nj]=iϵijkNk, [Mi,Nj]=0.
b)Mostrarquelosinvariantescuadr´aticosdeCasimirdeestaa´lgebra(de
rango2)coincidenencadasubespaciocaracter´ısticodeHyest´andados
por
4M2=4N2=L2+K2=
{
−1+me
4
2|E|
}
1=4j(j+1)1, (A.4.1)
donde
K2=−(L2+1)+me
4
2|E|
yjesunenteroosemientero,j=k2,k∈{0,1,2,···}.
Enconsecuencia,losgeneradorestienenlarepresentaci´on
M(j)k =J(j)k ⊗12j+1, N(j)k =12j+1⊗J(j)k ,
dondelosJ(j)k sonlosgeneradoresdeSU(2)enlarepresentaci´on(unita-
ria)irreducibleD(j)(SU(2)).
c)Enesascondiciones,existeunasimetr´ıaaccidentalresponsabledeuna
degeneraci´ondelasautoenerg´ıasmayorquelaquesurgedelainvarian-
ciarotacionaldelHamiltoniano,cuyasrepresentacionesirreduciblesson
delaformaD(j)(SU(2))⊗D(j)(SU(2))yqueresultasuﬁcientemente
vinculantecomoparadeterminarcompletamenteesosautovalores.
Enefecto,mostrarquedelaec.(A.4.1)seobtienelaseriedeBalmer,
En=−me
4
2n2, n=2j+1=1,2,3,···,
conunadegeneraci´onn2=(2j+1)×(2j+1).
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Puedeconstruirseunabasedelespacioderepresentaci´onconlosauto-
vectoresdeM3yN3,losqueest´anidentiﬁcadosporloscorrespondientes
autovalores,m3yn3respectivamente,
{|j,m3,n3⟩:=|j,m3⟩⊗|j,n3⟩,−j≤m3,n3≤j}.
d)TeniendoencuentaqueL=M +N,ydadalaestructuradeproduc-
todirectoderepresentacionesirreduciblesdeSU(2)quepresentanlos
subespacioscaracter´ısticosdelHamiltoniano,mostrarquelasrepresenta-
cionesirreduciblesdeSO(3)contenidasencadaunodeesossubespacios
correspondenal=0,1,2,···,2j=n−1(unavezcadauna).Veriﬁcar
quelasumadesusdimensionescoincideconladegeneraci´ondelautova-
lor,n2=(2j+1)2.Enparticular,notarquelosautovaloresdeoperador
L3,l3=m3+n3,sonenteros.
40.Losgeneradoresdelgrupoderotacionesest´anrealizadosenelespaciode
Hilbertdeunapart´ıculadeSchr¨odinger,L2(R3),porlascomponentesdel
operadormomentoangularL:=x×p.Conp=−i∇,yreferidoaunsistema
decoordenadasesf´ericas,mostrarque
a)
L2=− 1senθ
∂
∂θsenθ
∂
∂θ−
1
sinθ2
∂2
∂φ2, L3=−i
∂
∂φ,
b)losautovectoressimult´aneosdeL2yL3sonlosarm´onicosesf´ericos,
dadospor
Yml(θ,φ)=
√
2l+1
4π
(l−m)!
(l+m)!P
ml(cosθ)eimφ,
correspondientesalosautovaloresl(l+1)ymrespectivamente,donde
losPml(x)sonlospolinomiosasociadosdeLegendre,
Pml(x)=(−1)
m
2l!
(1−x2)m/2d
l+m
dxl+m
(x2−1)l.
c)losarm´onicosesf´ericosest´annormalizadosdemodoque
∫2π
0
∫π
0
Yml(θ,φ)∗Ym′l′ (θ,φ)sinθdθdφ=δl′δmm′.
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A.5. Clasiﬁcaci´onyrepresentaci´ondea´lgebrassimples
41.Considerarel´algebrasimpleA2,correspondientealgrupoSU(3).Unaposible
elecci´onparalosgeneradoresTk,k=1,2,···,8,hasidodadaenelEjemplo
5.3delap´agina113.
a)ComprobarqueTr{Ti}=0yTr{TiTj}=12δij.
b)Calcularlascorrespondientesconstantesdeestructura.
c)Construirlosgeneradoresenlarepresentaci´onadjuntayconelosla
formadeKiling.Mostrarqueg=3×18,regularypositivadeﬁnida,lo
quecorrespondeaungruposimplecompacto.
d)Mostrarqueelinvariantecuadr´aticodeCasimirenlarepresentaci´onde
deﬁnici´ones4913yenlarepresentaci´onadjuntaes18.
e)Construirlabaseest´andardeCartanadoptandoaH1=T3yH2=T8
comogeneradoresdelasub´algebradeCartanya
E±1=T6∓iT7√6 , E
±2=T4±iT5√6 , E
±3=T1±iT2√6 ,
comooperadoresescalera.Determinarlascorrespondientesra´ıceseiden-
tiﬁcaralasra´ıcessimples.Mostrarqueelasson
α(1)=12
(
1,−√3
)t < α(2)=12
(
1,√3
)t.
f)Mostrarqueexisteotrara´ızpositiva, α¯(3)=α¯(1)+¯α(2),quelasrestan-
tesra´ıcesnonulaspuedenobtenersemediantelastransformacionesdel
grupode Weyl,β→β−2(β·α)(α·α)α,∀¯α,β¯,yquetodaselastienenlamis-
malongitud(respectodela m´etricainducidaporlaformadeKiling:
(¯α·¯α)=αigijαj).
g)Determinarlospesosfundamentales,vectoresqueformanlabasedualde
labasenoortogonaldeR2provistaporlasra´ıcessimplesyquesatisfacen(m(k)·α(l))=12δkl,conk,l=1,2.
h)Determinarlaexpresi´ondelosgeneradoresdelabaseest´andardeCartan
enlarepresentaci´onadjuntayveriﬁcarquelasu´nicascomponentesno
nulasdelacorrespondienteformadeKilingson
g¯αk,−α¯k=g−α¯k,¯αk=1, gij=2
3∑
k=1
α¯(k)i α¯(k)j =3δij,i,j=1,2.
i)veriﬁcarquesesatisfacenlasrelaciones
[E+k,E−k
]=α¯(k)i gijHj,
[E+1,E+2
]∼E+3,etc.
m1
m2
Α1
Α2
Α3
Α1
Α2
Α3 Α0
1.0 0.5 0.5 1.0 1.5 H1
0.5
0.5
1.0
H2
raícesypesosfundamentalesdeSU3
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Figura1.Diagramasdera´ıcesypesosfundamentalesdel´algebraA2(SU(3)).
j)Lospesosm´aximos(nodegenerados)delasrepresentacionesirreducibles
deSU(3),D(l1,l2),sondelaformaM = l1m1+l2m2,conli∈Z+.
Construireldiagramadepesosdelasrepresentacionesfundamentales,
D(1,0)yD(0,1),ydelarepresentaci´onadjuntaD(1,1).T´engaseencuenta
queladimensi´ondelarepresentaci´onirreducibleD(l1,l2)est´adadaporla
f´ormulade Weyl,d=(l1+1)(l2+1)(l1+l22 +1
),yquelasoperaciones
delgrupode Weylnopermitenobtenerlospesosnulosapartirdelpeso
m´aximo.
Verﬁgura1.
A.6. ElgrupodeLorentz
42.Determinarlaleydecomposici´oncorrespondientealgrupococienteentreel
grupodeLorentzysusubgrupopropioort´ocrono,O(1,3)/L↑+.
43.MostrarqueL↑+esnocompacto(Sugerencia:considerarlosboosts).¿Cabe
esperarqueestegrupotengarepresentacionesmatricialesunitarias?
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44.Determinarela´lgebradeLiedelgrupoSO(1,3)(Sugerencia:considerarel
espaciodelasmatricesde4×4realesyantisim´etricas).¿Qu´edimensi´on
tieneesa´algebra?
Mostrarquelosgeneradorespuedenelegirsecomo
L1=−i


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

, L2=−i


0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 0 0
0 1 0 0

,
L3=−i


0 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0

, K1=−i


0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

,
K2=−i


0 0 −1 0
0 0 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0

, K3=−i


0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 0

,
yqueesasmatricessatisfacenlasrelacionesdeconmutaci´ondelaEc.6.2.11.
45.Construirlarepresentaci´onadjuntadelgrupoSO(1,3).Mostrarquelafor-
madeKilingesregular(loquecorrespondeaun´algebrasemi-simple)pero
nopositivadeﬁnida(loquereﬂejaelhechodequeelgrupoesnocompac-
to).Mostrarqueesarepresentaci´onadjuntacorrespondealarepresentaci´on
irreducible(j+=1,j−=1)(Sugerencia:Construirlasmatricescorrespon-
dientesalascombinacionesJ(±)k yconelasloscorrespondientesinvariantes
cuadr´aticosdeCasimir).
46.Mostrarquelosoperadoresdiferenciales(deﬁnidossobrefuncionessuavesde
lascoordenadasdelespacio-tiempo)ˆLαβ :=−i(xα∂β−xβ∂α),conα,β=
0,1,2,3,generanun´algebraisomorfaaladelgrupoSO(1,3).
47.Mostrarqueexisteunacorrespondenciabiun´ıvocaentreelespaciode
Minkowski M4yelespaciodelasmatricesautoadjuntasde2×2.Darla
expresi´ondelintervalos2enestasegundarepresentaci´onydeterminarel
grupodetransformacioneslinealesquelodejaninvariante.Mostrarqueexis-
teunhomomorﬁsmoentreestegrupoyL↑+.
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48.Determinarel´algebradeLiedelgrupoSL(2,C).Mostrarqueesderango2
ydecircu´antasrepresentacionesfundamentalestieneesa´algebra.
49.Identiﬁcarunarepresentaci´onfundamentaldeSL(2,C)(determinarquepar
(j+,j−)lecorresponde).Mostrarquesuconjugadaesnoequivalenteadicha
representaci´onfundamental.
50.Mostrarqueuntetravectorsetransformacomovectordeunarepresentaci´on
irreducibledeSL(2,C)equivalentealarepresentaci´on(1/2,1/2).(Sugeren-
cia:verEjercicio47).
51.VeriﬁcarquelasmatricesdeDirac(deﬁnidasen(6.5.17))satisfacenel´algebra
deCliﬀord
{γµ,γν}=gµν14.
52.ConsiderarelgrupoO(1,2),grupodeisometr´ıasdeunespaciopseudo-
eucl´ıdeodesignatura(1,3)(grupodeLorentzenunespaciodeMinkowski
M3,conm´etricag=diag(1,−1,−1)).
a)Mostrarquesetratadeungruponoconexo,nocompactodedimensi´on
3.(VerEjercicio28).
b)MostrarqueelespacioM3puedeserrepresentadocomounespaciode
matricesrealessim´etricasde2×2,quepuedesergeneradoporlasma-
trices{12,σ3,σ1},mediantelarelaci´on
σ(x):=x012+x1σ3+x2σ1=
(
x0+x1 x2
x2 x0−x1
)
=σ(x)t,
demodoqueelintervalos2est´adadopor
s2=(x0)2−(x1)2−(x2)2=detσ(x).
c)Mostrarqueelsubgrupoconexoinvariante SO(1,2)eshomomorfo1a
SL(2,R)(VerEjemplo5.1enpag.100ySecci´on6.4).
d)Mostrarqueloselementosde SL(2,R),escritoscomoΛ=eiAconiA
realydetrazanula,puedensergeneradospor{X0:=−12σ2,X1:=ı2σ1,
X2:=ı2σ3
}ydeterminarlascorrespondientesconstantesdeestructura.
1ElgrupodecubrimientodeSL(2,R),SL(2,R),esunejemplodegrupodeLiededimensi´on
ﬁnitaquenoadmiterepresentacionesmatricialesﬁeles,esdecir,noesungrupodematrices.
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e)DeterminarlaformadeKilingymostrarqueelinvariantecuadr´aticode
Casimirest´adadopor
X2:=X02−X12−X22.
f)Considerarlacomplexiﬁcaci´ondeestaa´lgebradeLiey mostrarque
est´aasociadaalamismaa´lgebrasimplecompactaqueela´lgebradel
grupoSU(2)(A1enlaclasiﬁcaci´ondeCartan-VerSecci´on5.8).(Su-
gerencia:considerarlascombinacionescomplejasJ3=X0,J2=iX1y
J1=−iX2).
g)Apartirdelasrepresentaciones(unitarias)irreduciblesdeSU(2),cons-
truirporprolongaci´onanal´ıticalasrepresentacionesmatricialesirredu-
cibles(nounitarias)deSL(2,R).
h)ComoSL(2,R)esnocompacto,susrepresentacionesunitariasnosonde
dimensi´onﬁnita.Elasest´angeneradasporoperadoresherm´ıticosXˆµ=
Xˆ†µ,conµ=0,1,2,deﬁnidossobreunespacioeucl´ıdeoyquesatisfacen
el´algebradeLiedelgrupo.Mostrarque,ent´erminosdeXˆ±:=ˆX1±ıˆX2,
esasrelacionesseescribencomo[ˆ
X0,ˆX±
]
=±Xˆ±,
[ˆ
X+,ˆX−
]
=−2ˆX0.
i)ConstruirlasrepresentacionesunitariasirreduciblesdeSL(2,R)ent´ermi-
nosdelosautovectoressimult´aneosdeXˆ2yXˆ0,
Xˆ2|λ,m⟩=λ|λ,m⟩, Xˆ0|λ,m⟩=m|λ,m⟩.
Mostrarquelapositividaddelproductoescalarrequiereque(m∓12
)2≥
λ+14(Sugerencia:operarporsimilitudconlacorrespondienteconstruc-
ci´onparaelgrupoSU(2)).
j)ComoXˆ0generarotacionesenunplano,podemossuponerquesusau-
tovaloresmsonenterososemi-enteros.Dadoqueλ:=k(k−1)notiene
signodeﬁnido,debenconsiderarsedoscasos,
1)λ+14≥0:mostrarqueenestecasok=12,1,32,···y,paracadavalor
dek,m=k,k+1,k+2,···obienm=−k,−(k+1),−(k+2),···
2)λ+14<0:enestecasok=12+iγconγ∈Rnonuloyλ+14=−γ2.
Mostrarque m puedeentoncestomartodoslosvaloresenteroso
todoslossemi-enteros.
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